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Presentacion

El texto estd organizado en 3 partes y 7 capitulos. En la primera parte (Capitulo 0) se
presenta un repaso de conceptos basicos de Matematica Financiera y Estadistica, que
serviran para célculo actuarial. A través de ejemplos se da un repaso del valor del dinero
en el tiempo, costo de capital, conceptos de probabilidades y distribuciones de probabi-
lidad.

La segunda parte (Capitulos del 1 al 6), se refiere al andlisis de ejercicios y casos de
calculo actuarial. Los temas a tratar son: decision de aseguramiento, biometria actuarial,
tablas de mortalidad, seguros de vida, rentas vitalicias y tipologias de coberturas que
usan las companias es seguros.

La tercera parte esta relacionada a seguros sociales y colectivos, se analizan temas
como: prevision social, y los sistemas de pensiones de reparto y capitalizacion.

El texto estd escrito de manera comprensible y con ejemplos desarrollados paso a paso
para que puede ser consultado por estudiantes de calculo actuarial a nivel introductorio.



Capitulo 0

Repaso de los fundamentos
financieros y estadisticos
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Capitulo O

Repaso de los fundamentos financieros y estadisticos

Una aplicacién basica de las matematicas actuariales permite modelar la transferencia de
dinero, pues, bancos, compafiias de seguros, empresas, el IESS, etc., participan en transacciones
que implican recibir ciertas sumas de dinero en determinados periodos y pagar otras sumas de
dinero en otros periodos. En la parte introductora de este libro, asumiremos que los flujos de
efectivo son ciertos (concepto estudiado en matematica financiera); posteriormente, nos enfo-
caremos en flujos de efectivo probabilisticos como el calculo de valores actuariales para seguros
de vida y rentas vitalicias, para lo cual, se comenzara haciendo un breve repaso de matematica
financiera y estadistica.

0.1. Interés simple y compuesto

El interés es la cantidad que debe pagar una persona por el uso del dinero tomado en prés-
tamo. Blank y Tarquin (2012) definen interés como la manifestacidn del valor del dinero en el
tiempo; desde una perspectiva de célculo, el interés es la diferencia entre la cantidad final de
dinero y la cantidad inicial.

La cantidad del interés depende de las siguientes variables:
CAPITAL: Cantidad de dinero que se da en préstamo (cantidad inicial de dinero).
PLAZO: Tiempo durante el cual se presta el capital.

TASA DE INTERES: Cuando el interés que se paga o gana respecto a una unidad de tiempo es-
pecifica se expresa como porcentaje del capital se llama tasa de interés (Blank y Tarquin, 2012).

Interés simple

Es el beneficio que se obtiene de una inversion, cuando los intereses producidos durante cada
periodo de tiempo que dura dicha inversion se deben, inicamente, al capital inicial, ya que los
beneficios o intereses se retiran al vencimiento de cada uno de los periodos; es decir, los intere-
ses no se agregan al capital productivo. Blank y Tarquin (2012) mencionan que el interés simple
se calcula solo con el capital, ignorando cualquier interés generado en los periodos de interés
precedentes.



Ejemplo

La ley del interés simple, con un capital inicial de $1.000.000 a una tasa del 5% anual, se
muestra en la siguiente tabla:

Tabla 1. Cdlculo Interés Simple

Tiempo (n) Puesto (P) Interés Monto (M)
0 1 1.000.000
1 2 50.000 1.050.000
2 3 50.000 1.100.000
3 4 50.000 1.150.000
4 5 50.000 1.200.000

Nota. Los valores de interés y montos se encuentran en délares.

Monto 3 (M3) = Puesto 4 (P4) =, donde d es la diferencia entre montos: $50.000 (interés),
entonces:

M3 =1'000.000+ ((4-1) + 50.000) = $1°150.000
Partiendo de ello se tiene:

M,=Ci+n=xd (0.1)

Si reemplazamos a d (interés), por CO * i quedaria:

M,= Co+(n*Cy* i)

Por lo tanto, la capitalizacién a interés simple es:

M,=C(1+n+i 0.2)

La actualizacién a interés simple sera:

M,

=daD 0.3)

Co



“_n

El tiempo “n” sera:

n=1(2-1) (0.4)

= C_D_

La tasa de interés sera:

‘= 1(& _ 1) (0.5)

n\G,
0.1.1. Interés Compuesto

Representa una acumulacién de intereses que ha sido generado en un periodo determinado
por un capital inicial. Por lo tanto, los intereses que se obtienen al final de cada periodo de inver-
sién no se retiran, sino que se reinvierten o se aiaden al capital inicial, es decir, se capitalizan.
Es asi que, Blanky Tarquin (2012) afirman que el interés compuesto es un interés sobre interés.

Factor de actualizacion y capitalizacion

(Recuerda usted como calcular el valor actual de un activo que produce un flujo de caja den-
tro de 1 afio?

Fe

VA =
(1+i)

(0.6)

En donde:
Fc= Es el flujo de efectivo que se generara en algin momento en el futuro
i= Tasa de interés efectiva o costo de capital

Por tanto, el factor de actualizacién es:

1
1+ 0n 0.7)



Ejemplo

1. Si suponemos que el flujo de caja dentro de un afio es cierto y es de $100, y el costo de
capital libre de riesgo es de (7%), entonces, el valor actual del activo es:

Figura 1. Valor Actual

100

VA=——""
1+ 7%)

= $93,46
Cuando hay muchos flujos de caja en varios periodos, deberiamos expresarlos en délares de
hoy para poderlos comparar.

2. Un inversor tiene posibilidad de invertir en un proyecto que produce un flujo de caja de
$100 en el primer afio y $200 en el segundo; la tasa de interés en un afio es del 7%, y a los dos
afios es del 7,7%. El valor de hoy de los flujos correspondientes a los afios es:

Figura 2. Valor Actual

‘ $ 100 $ 200
VA =

)
&
)
6
)

i=7% ' i=7,7% !

l
I
é‘; 1 ano 2 anos



VA = 100 + 200 = $265,88
T A+7%)  (A+77%)?2 '

A esta operacidn la denominaremos flujos de caja actualizados. Si generalizamos:

va= Z(l+1)n

Por lo tanto, el VAN sera:

ot Z a+in (0.8)

Donde:

Io: Inversidn inicial (Este valor va con signo negativo porque desde el punto de vista del inver-
sionista constituye una salida de efectivo).

Factor de capitalizacién

En cambio, se denomina factor de capitalizacion al valor futuro de una unidad monetaria
y se expresa de la siguiente manera:

@a+o" (0.9)

Donde:

e i=tasa de interés efectiva

e n=tiempo

Por lo tanto, el valor futuro o monto de un capital cualquiera viene representado por la si-
guiente igualdad:

M=Cc(1+d" (0.10)
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Donde:

e M= Monto o valor futuro
¢ (C= Capital o valor actual
e i= Tasa de interés efectiva
e n=Tiempo
Ejemplo
3. Encontrar el valor futuro de $100 a una tasa de interés efectiva anual de 5% en 6 afios:

M = $100(1 + 5%)° = $134,01

4. Una persona deposita hoy una suma de $1.000.000 en una corporacién financiera que
reconoce una tasa de interés igual a 4% efectiva mensual. ;Cudl serd la cantidad acumulada
al cabo de 5 afios?

M = $1.000.000(1 + 4%)°° = $10,519,627.41

El tiempo a interés compuesto quedaria:

n= (Ln{117+L))*Ln(EJ (0.11)

El interés quedaria:

n M (0.12)

NOTA: Recordemos que, para calcular el moto o valor actual de una corriente de flujos de
efectivo, la tasa de interés tiene que estar expresada en términos efectivos, de acuerdo con el
tiempo de calculo, es decir, si los flujos son anuales, la tasa debera ser una efectiva anual; si los
flujos fueran mensuales, la tasa que se utilizara sera una efectiva mensual, etc. (Hasta este punto
hemos supuesto que las tasas son efectivas).



0.2. Conversion de tasas

1. De tasa nominal a tasa efectiva

o
i = - (0.13)
Donde:

e j=tasanominal
e i=tasaefectiva.

e m =numero de capitalizaciones al afio.

Ejemplo

5. Pasar una tasa del 12% capitalizable mensualmente a una tasa efectiva mensual.

2%
1—12— 0

Respuesta: la tasa efectiva mensual es del 1%.
2. De tasa efectiva de un periodo i a una tasa efectiva de un periodo x.

En estos casos se utilizan tasas equivalentes.

i+ M

A+D= (1+J—) (0.14)

m

11



Ejemplo

6. Pasar una tasa del 20% capitalizable semestralmente a una tasa efectiva anual.

(1+::)=(1+$)2

i=(1+10%)*-1
i=121-1

i =0.21
Respuesta: la tasa efectiva anual es del 21%.
0.3. Capitalizacion continua

Para una tasa de interés nominal, si la frecuencia de capitalizacién aumenta, el monto com-
puesto resultante también aumenta; cuando la frecuencia con la que el interés se capitaliza crece
indefinidamente, se habla de que los intereses generan intereses de manera continua. Garcia
(2008), define la tasa de interés continuo como aquella cuyo periodo de capitalizacion es lo mas
pequefio posible; en otras palabras, el nimero de periodos de capitalizacién durante el tiempo
de la operacidn financiera, crece indefinidamente.

Monto:

M=Cxeh (0.15)
Valor actual:

c=M (0.16)

12



Ejemplo

7. Siuna persona deposit6é $32.000 al 9% capitalizable continuamente, determinar el monto
y el interés ganado en dos afios y medio.

S = 32.000 = %25 5 =$40.074,33

I =40.074,33 — 32.000 I=1$8.074,33

Respuesta: el monto es de $ 40.074,33 y el interés de $ 8.074.33.

8. El Sefior XYZ presta a un amigo $70.000 por 9 meses y le cobra una tasa de interés del
15% anual convertible bimestral, al finalizar este plazo deposita el monto obtenido en una
cuenta de ahorros que abona el 14,5% compuesto continuamente; determine qué monto acu-
mulard el sefior XYZ al cabo de 24 meses.

Primera parte:

Tasa efectiva bimestral

15%
o = 2,5% efectivo bimestral

i=(1+25%)°—-1
i =15,969341821% efectivo anual
M = $70.000 * (1 + 15,969341821%)%7°

M = $78.226,77

Segunda Parte:

M = $78.226,77 % e+ 125

M = $93.771,60

Respuesta: Después de los 24 meses, el sefior XYZ tendra un monto de $ 93.771,60.

13
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9. ;Qué cantidad habria que invertir ahora a una tasa del 26,5% compuesto continuamente
para disponer de $65.000 dentro de 6 meses?

65000

6
826.5% T

C = $56.993,69

Respuesta: Se deberia invertir $ 56.993,69 para tener $ 65.000 dentro de 6 meses a una tasa
del 26,5%.

0.4. Anualidades

Recordemos que la palabra anualidad se utiliza en matematicas financieras para indicar un
sistema de pagos de sumas fijas a intervalos iguales de tiempo (Diaz y Aguilera, 2008). A la pala-
bra anualidad también se la conoce como rentas, series uniformes, pagos periodicos, etc.

Las anualidades se clasifican de acuerdo con el tiempo: en ciertas y contingentes o de acuer-
do con la forma como se estipule el pago, como anticipadas y vencidas. Dentro de estas estan las
inmediatas, diferidas, temporales, diferidas y temporales o de vida entera.

0.4.1. Anualidades vencidas

Se llaman anualidades vencidas porque los pagos se realizan al fin del periodo de pago o ca-
pitalizacién (Diaz y Aguilera, 2008).

Valor presente (C)

C=Rﬂ (0.17)

Valor futuro (M)

M=R(1+::i}"—1 (0.18)



Donde:

R= Suma a pagar

0.4.2. Anualidades anticipadas

Se llaman anualidades anticipadas porque los pagos se realizan al inicio del periodo de pago
o capitalizacion (Diaz y Aguilera, 2008).

Valor presente (C)

C=R(1+ l)ﬂ (0.19)
Valor futuro (M)
M=RA+0) w (0.20)

Ejemplo

10. Consideremos una anualidad vencida de $1000 anuales durante 4 afios al 5% de interés.
Calcular el monto de dicha anualidad.

El monto de dicha anualidad es la suma de los montos compuestos de cada afio hasta el tér-
mino del plazo:

15



Figura 3. Anualidad Vencida

v
1000 1000 1000 1000
| = : | i=5%
0 1 2 3 4

M= 1000(1 + 5%)* + 1000(1 + 5%)* + 1000(1 + 5%)* + 1000

M = 1157.62 + 1102.5 + 1050 + 1000 = $4310.12
También:

(1+5%)*—1
M =1000-————— = $4310.12

11. Calcular el monto y valor presente de una anualidad vencida de $2275 cada 6 meses
durante 8 afios, 6 meses al 5,4% capitalizable semestralmente.

Como primer paso es importante hacer la conversién de tasas, ya que es una tasa nominal.

0.054
i= — = 0.027 efectivo semestral

Como las rentas son semestrales, se utilizara la tasa efectiva del 2,7% efectivo semestral.

El monto sera:

(1+2.7%)17 -1
M = 2275 7% = $48271.04

El valor actual sera:

1-(1+27%)Y

C =2275 27%

= $30689




0.5. Deuda perpetua y rentas perpetuas
0.5.1. Rentas perpetuas constantes

Brealey, Myers y Allen (2015), mencionan que las rentas perpetuas son titulos que el go-
bierno no tiene obligacién alguna en reembolsar, pero, que ofrecen un ingreso fijo cada afio a
perpetuidad.

El tanto de rentabilidad anual de la deuda es:

Rendimiento:

Flujo de caja 021
Valor actual

Valor actual:

Flujo de caja _ E 0.22)
Rendimiento i

0.5.2. Rentas perpetuas crecientes

Brealey, Myers y Allen (2015) afirman que es muy util de evaluar una corriente de flujos de
efectivo que crezca a una tasa constante, por ejemplo, un 4% por afio, en la practica estos ajustes
se lo pueden realizar por ejemplo debido a la inflacion.

Valor actual (VA) de una renta perpetua creciente

FC,
A=—
(i-9)

(0.23)
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Donde:

g = Tasa de crecimiento de los flujos de caja
FCq = Flujo de caja 1

i = Rendimiento

0.6. Ejercicios propuestos de matematica financiera

1.

Un inversionista desea saber el valor actual de un bono emitido por el gobierno britanico

en donde recibira una anualidad indefinida de $100.000, si el tipo de interés es del 10%.

2.

Utilizando la renta del ejercicio 1 se decide una asignacién para cubrir los aumentos sala-

riales que se proyecta que sean del 4% anual. Calcule su valor actual.

3.

4.

Indique, cudl es el valor actual de $100 recibidos en el:
Ao 10 a un tanto de actualizacién del 1%

Afo 10 a un tanto de actualizacién del 13%

Afo 15 a un tanto de actualizacién del 25%

Una fabrica cuesta $800.000. Se calcula que producira unos ingresos después de costos de

explotacion de $170.000 al afio indefinidamente. Si el coste de oportunidad de capital es del
14%, ;Cudl es el valor actual neto de la fabrica?

5.

[%2]

El ganador de un concurso puede elegir entre los siguientes premios:
$100.000 ahora

$180.000 dentro de 5 afios

$11.400 al afio indefinidamente

$19.000 al afio durante 10 afios

i el tipo de interés es el 12%. ;Qué premio vale mas?

;Cuantos doélares producen $ 0,507 dentro de 6 afios si se invierten al 12%?
Si el valor actual de $ 139 es $ 125, ;cudl es el factor de actualizacién?
Si el coste de capital es 9%, ;cudl es el valor actual de $ 374 con vencimiento en el afio 9?

Un proyecto produce un flujo de caja de $432,00 en el primer afio, $137,00 en el segun-



do afio, $797,00 en el tercer afio, si el coste de capital es el 15%, ;cudl es el valor actual del
proyecto?

10. Una inversion cuesta $1.548,00 y paga una renta perpetua de $138,00, si el tipo de inte-
rés es del 9%, ;cudl es el VAN?

11. Una accién pagara un dividendo de $4 dentro de un afio y después se espera que los di-
videndos aumenten en forma indefinida al 4% anual. Si el tanto de actualizacién es del 14%,
;cudl es el valor actual de la corriente de dividendos?

12. El dia de hoy Juan compra una anualidad de $2500 anuales durante 15 afios, en una
compaiiia de seguros que utiliza el 3% anual; el primer pago vence en un afio. ;Cudl fue el
costo de la anualidad?

13. Uninversor estd interesado en un proyecto inmobiliario de oficinas y ha recibido malas
noticias; el constructor dice que la construccién del edificio tardara dos afios en vez de uno y
le presenta el siguiente calendario de pagos:

e Unpago de $120.000 en un momento inicial, mas el valor del terreno, que cuesta $50.000.
e Un pago aplazado de $100.000 dentro de un afio.

e Un pago de $100.000 a la entrega del edificio al final del afio 2.

e Dentro de los dos afios el edificio podra venderse en $420.000 (asumiremos que esta
cuantia es cierta).

e Latasade interés es del 5%.
El inversor desea saber si el proyecto es viable.

14. Hallar el valor futuro y presente de una anualidad de $5000 pagadera semestralmente
durante 7 anos 6 meses, al 8,6% capitalizable semestralmente.

15. Una empresa vende articulos de hogar con una cuota inicial de $100.000 y 16 cuotas
mensuales de $50.000, si se carga el 15% con capitalizacién mensual, hallar el valor de con-
tado.

16. Una compaiiia deposita al inicio de cada afio $20.000 en una cuenta de ahorros que abo-
na el 7% de interés, ;a cuanto ascenderan los depositos al cabo de 5 afios?

17. Una compaiiia alquila el terreno en $4000 mensuales y propone al propietario pagar al-
quiler anual, a principio de cada aflo, con una tasa del 12% convertible mensualmente. Hallar
el valor del alquiler anual.

18. Una persona viaja fuera de su ciudad y deja una propiedad en alquiler por 5 afios, con la
condicion que le paguen por trimestre vencido, el valor de $9000, esta cantidad se depositara
en una cuenta de ahorros que paga el 8% capitalizable trimestralmente. Hallar el valor futuro
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de los 5 afios y el valor presente del contrato de alquiler.

19. Dados dos fondos de inversion A y B, las tasas efectivas de interés son 3%y 2,5% res-
pectivamente; al final de 20 afios, el total acumulado en los dos fondos es $10.000. En el afio
31 el monto acumulado de A es dos veces el de B. Determine el valor final de los dos fondos
en conjunto al final del afio 10.

20. Un negocio permite a sus clientes pagar con tarjeta de crédito o recibir un descuento r
(%) por pagar de contado. Por la venta con tarjeta, el negocio recibe 97% del precio de com-
pra mes y medio después. A una tasa efectiva anual del 22%, los dos pagos son equivalentes.
Encuentrer.



Repaso de estadistica

Revision de conceptos estadisticos

0.7. Probabilidades

Para Lind, Marchal y Wathen (2015) existen dos perspectivas para analizar probabilidades:
objetiva y subjetiva.

1. Probabilidad objetiva: Se divide en clasica y empirica:

La probabilidad clasica parte suponiendo que los resultados de un experimento son igual-
mente posibles y se calcula:

Numero de resultados favorables

Probabilidad clisica = Numero total de posibles resultados

En este caso, los eventos deben ser mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos.

e Probabilidad empirica nos dice que la probabilidad de que un evento ocurra representa
una fraccion de los eventos similares que ocurrieron en el pasado; este enfoque se basa en la
ley de los grandes nimeros.

Los eventos futuros no se pueden predecir con certeza, pero, la frecuencia relativa con la
que ocurren en una larga serie de intentos es a veces sorprendentemente estable; este tipo
de eventos se denominan eventos aleatorios. Pefia (2001) menciona que la probabilidad de
un suceso como el valor limite de su frecuencia relativa al repetir indefinidamente la experi-
mentacion.

2. Probabilidad subjetiva: Si no se cuenta con informacioén o si la informacién con la que se
cuenta es poca, es posible aproximar la probabilidad de forma subjetiva; el individuo analiza
opiniones e informacion disponibles para asignar una probabilidad de ocurrencia (Lind et
al,, 2015).
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0.8. Conjuntos

Para continuar con el desarrollo de probabilidades necesitamos algunos elementos tedricos
de conjuntos.

Usaremos las letras mayusculas para denotar un conjunto de puntos, si los elementos de un
conjunto B son b1, b2 y b3 se escribe:

B = {by, by, b3}

Si S es el conjunto de todos los elementos en consideracion, se dice que S es el conjunto uni-
versal (Wackerly, Mendenhall y Scheaffer, 2010).

Para dos conjuntos cualquiera B y C, diremos que B es un subconjunto de C, o B esta contenido
en C ((B c (), si todo punto B esta en C, el conjunto nulo o vacio denotado por @, es el conjunto
que no contiene puntos, entonces @ es un subconjunto de todo conjunto (Wackerly et al.,, 2010).

Los conjuntos se pueden representar mediante diagramas de Venn, el siguiente diagrama
(gréfico 4) muestra dos conjuntos B y C del conjunto universal S, el conjunto B es el conjunto de
todos los puntos dentro del cuadrado, el conjunto C es el conjunto de todos los puntos dentro del
circulo, se puede observar que B c C.

Figura 4. Diagrama de Venn para B c C

Considere dos conjuntos arbitrarios, la uniéon de By C (B U C), es el conjunto de todos los
puntos en B o en C 0 en ambos; es decir, la unién de By C contiene todos los puntos que estan en
al menos uno de los conjuntos. En el siguiente diagrama de Venn (Figura 5) se observa BC:



Figura 5. Diagrama de Venn para BU C

S

El drea compuesta por los dos circulos representa B U C, estd formada por los puntos de
cualquiera de los dos circulos o de ambos. Como se puede observar la palabra clave es “0”: Bo C
0 ambos.

La interseccién de By C (B N C) es el conjunto de todos los puntos en B y C simultdneamente.

Aqui la palabra clave es “y”. A continuacién, se muestra la intersecciéon mediante el diagrama de
Venn:

Figura 6. Diagrama de Venn paraBn C

Si A es subconjunto de S, entonces, el complemento de A (A= no A), es el conjunto de puntos
que estan en S, pero,noen A. (AU A" =S).
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Figura 7. Diagrama de Venn para No A

7

%

Se dice que dos conjuntos son mutuamente excluyentes si A N B =@; es decir, los conjuntos
no tienen puntos en comun, como se ve a continuacion:

Figura 8. Diagrama de Venn para conjuntos mutuamente excluyentes

S

A continuacién, mostramos algunas propiedades de conjuntos:

« AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

e AUBNCO=(AUB)N (AUCQ)
Y las leyes de Morgan

« (ANB)=AUB

« (AUB)=ANB



Experimento

Wackerly et al. (2010) definen ‘experimento’ como un proceso por el cual se hace una obser-
vacidn, por lo que, al realizar un experimento, puede terminar en uno o mas resultados (even-
tos); a los eventos los representaremos con letra mayuscula, por ejemplo, al lanzar un dado
(experimento), se puede observar los siguientes eventos:

A: Observar niumero impar

B: Observar nimero menor a 5

E1: Observar un 1

E2: Observar un 2

E3: Observar un 3

E4: Observar un 4

E5: Observar un 5

E6: Observar un 6

Si observo un evento A, al mismo tiempo habra observado un E1, E3, E5. Asi el evento A se
puede descomponer en tres eventos, por lo que se denomina evento compuesto.

Un evento simple no se puede descomponer; cada evento simple responde a un punto mues-
tral. El espacio muestral asociado con un experimento es el conjunto formado por todos los po-
sibles puntos muestrales. Un espacio muestral es dado por S.
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Figura 9. Espacio muestral

§= {ElJ EZJ Eg, Eal-! Es, Eﬁ}

Si el conjunto S estd formado por un nimero finito de puntos (espacios muestrales discre-
tos), en nuestro caso, al lanzar un dado hay seis puntos muestrales.

Al realizar un experimento una vez, se observara un solo evento simple. Por ejemplo, si se
lanzara un dado y si se observa un 1, no se observara al mismo tiempo otro nimero, tenemos un
punto muestral simple E1. El punto muestral simple E2, asociado con observar un 2, por lo que
los conjuntos son mutuamente excluyentes.

Ejemplo

12. Ahora veremos los eventos compuestos con un experimento con espacio muestral dis-
creto con un ejemplo:

El evento A de lanzar un dado (observacién de nimero impar) ocurrira siy solo si ocurre E1,
E3, E5, por lo tanto:

A = {Ey, E5,Es} = E\UE,UE;

De la misma manera B (observacién menor a 5)

B = {Ell Ez,EglEq,_} = EIUE2U52UE4
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Axiomas:

Axioma 1

P(A) =0

P(A) = P(E,) + P(E;) + P(Es) = 0,5

Axioma 2:

PS) =1

P(E,)+ P(E;) + P(E3)+P(E,)+P(Es)+P(Eg)=1

0.8. Reglas para calcular probabilidades

Ley aditiva de probabilidad

e Regla especial de la adicidn: Los eventos deben ser mutuamente excluyentes (Lind et al.,
2015); como, por ejemplo, en un lanzamiento de dado son los eventos un “ntimero 4 o mayor”
y un nimero “2 o menor” y el resultado cae en el primer grupo, entonces, no puede estar en
el segundo grupo, por lo tanto:

Si Ay B son mutuamente excluyentes, entonces P(ANB)=0, por lo tanto, quedaria:
P(AUB) = P(A0B) = P(A) + P(B)

e Regla general de la adicién: Los resultados de cualquier experimento pueden no ser
mutuamente excluyentes (Lind et al.,, 2015).

La probabilidad de unién de dos elementos Ay B es:

P(AUB) = P(A) +P(B)—P(ANB)

P(AoB)=P(A)+P(B)-P(AyB)
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Ley multiplicativa de probabilidad

* Regla especial de la multiplicacién: Se requiere que dos eventos A y B sean indepen-
dientes (Lind et al., 2015), es decir, si el hecho de que ocurra uno no altera la probabilidad de
que otro suceda.

P(ANB) = P(A)P(B)

P(Ay B) = P(A)P(B)

* Regla general de la multiplicacién: Se requiere que dos eventos A y B sean dependien-
tes. Es decir, si el hecho de que ocurra uno altera la probabilidad de que otro suceda, en este
punto entramos en un concepto de probabilidad condicional, que es la probabilidad de que
un evento en particular ocurra dado que otro evento ya ocurrié (Lind et al., 2015).

La probabilidad de un evento depende de si sabemos que ha ocurrido otro evento.

La probabilidad condicional de un evento es la probabilidad (frecuencia relativa de ocurren-
cia) del evento, dado el hecho de que uno o mas elementos ya ocurrieron.

Por lo tanto, la probabilidad de un evento A dado que un evento B ya ha ocurrido es igual a:

P(ANB) = P(A)P(B/A)

P(AyB) = P(A)P(B/A)

Siempre que P(B) > 0, recordemos que se lee la probabilidad de A dado B.

Por lo tanto, siguiendo con la regla general de la multiplicacién tendremos:

La probabilidad de la interseccién de dos eventos Ay B es:

P(ANB) P(AyB)
P(B) ~ P(B)

P(A/B) =



0.9. Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad

Antes de enmarcarnos en el estudio de las distribuciones de probabilidad, es necesario cono-
cer qué es una variable aleatoria.

Vamos a presentar una observacion de algiin aspecto de la economia, finanzas, demografia,
como la realizacion de un experimento aleatorio. A los resultados del experimento se les asigna
valores numéricos Unicos; la asignacion es de uno a uno, y cada realizacion obtiene un valor y
ningun par de realizaciones distintas reciben el mismo valor, la variable de realizaciéon Y es la
variable aleatoria, porque hasta que el experimento no se lleve a cabo, el valor de Y es incierto.
Las probabilidades se asocian con las realizaciones para cuantificar la incertidumbre (Greene,
1998). En otras palabras, Lind et al. (2015) refieren que una variable aleatoria es la cantidad que
resulta de un experimento que, por azar, puede adoptar diferentes valores.

Con el antecedente dado anteriormente, definiremos a la distribucién de probabilidad como
una lista de todos los resultados de un experimento asociado con sus respectivas probabilidades
de ocurrencia; la probabilidad de un evento en particular estd entre 0 y 1. Los resultados son
eventos mutuamente excluyentes; la suma de todas las probabilidades de los diversos eventos
es 1 (Lind et al., 2015).

0.9.1. Variable aleatoria discreta

Se dice que Y es una variable aleatoria discreta si puede tomar un nimero finito o contable-
mente finito de valores distintos.

(Por qué estudiar probabilidad? Se necesita la probabilidad de un evento observado para
hacer inferencias a cerca de la poblacién. Hay veces que ciertos tipos de variables aleatorias se
presentan mucho en la practica, por tanto, es util tener a la mano la probabilidad de cada valor
de la variable aleatoria. Esto se conoce como distribucién o funcién de probabilidades de la va-
riable aleatoria discreta.

Funcion de probabilidad

Un procedimiento que siguen los textos de estadistica para definir una variable aleatoria
discreta, indicando sus valores posibles (espacio muestral) y sus probabilidades respectivas.
Llamaremos funcién de probabilidad p (y), a la funcién que indica las probabilidades de cada
posible valor.
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De manera general, usaremos la letra mayuscula “Y” para significar la variable aleatoria dis-
cretay la letra mindscula “y” para representar un valor en concreto que puede tomar la variable
aleatoria.

Por ejemplo:

Usemos Y, como los seis posibles resultados de un lanzamiento de dado; después de tirar el

“_n

dado, el nimero observado es y, observe que, “Y” es una variable aleatoria, pero, “y” no es alea-
toria.

La expresion (Y=y) es el conjunto de todos los puntos en S a los que la variable aleatoria Y
asigna el valor de y.

Ahora introduciremos otra nomenclatura: P(Y=y) que es la probabilidad de que, Y tome un
valor de y, por lo tanto:

La P(Y=y) se define como la suma de las probabilidades de todos los puntos muestrales en S
a los que asigna el valor de y. A veces se usa P(Y=y) como P(y).

En donde P(y) es una funcién que asigna probabilidades a cada valor de y de la variable alea-
toria Y, y recibe el nombre de funcién de probabilidad para Y.

Como regla:
Para cualquier distribucién de probabilidad discreta:

0<p(y)<1Paratoday

2. p»=1

La funcion de distribucion de una variable aleatoria Y, representada por F (Y), es tal que
para.

Lanaturaleza de la funcién determina si es una variable aleatoria discreta o continua. Comen-
zaremos analizando la funcion de distribucién para una variable aleatoria discreta y seguiremos
con la continua.



Supongamos una distribucién binomial:

Tabla 2. Distribucién binomial

Y P[y)
0 0,25
1 05
2 0,25
Figura 10 . Distribucién binomial
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Nota. Adaptado de Estadistica Matemdtica con Aplicaciones (p. 159), por D. Wackerly, W. Mendenhall y R. Schea-
ffer (2010), Cengage Learning.

;Cudl es F (-2)? P(Y=-2), como los tnicos valores de Y a los que se les asigna probabilidades
son 0,1, y 2, ninguno de estos valores es menores o iguales a -2, por tanto, F (-2) = P(Y<-2), si
usamos la misma légica, F(Y)=0 para Y<O.

;Cudl es el valor de F (1,5)= P (0)+P (1) ya que estos son los Unicos valores que estan por
debajo o igual de 1,57; es decir:

F(,5)=P(Y =0)+P(¥Y=1)=-+-=0,75

| e
B =
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Generalizando:

OparatY <0

0,25para0 <Y <1
FO)Y=PY <¥)1075para1 <y <2

lpara¥Y <2

Como se observa en el grafico anterior, este tipo de funciones son escaldn, las funciones de
distribucion para variables aleatorias discretas son escalon.

Desde el punto de vista practico es evidente que:
F(—x) = y!l_nle(y) =0

F(+e) = lim F(y)=1

F(y)es una funcién no decreciente de y:Si tenemos dos valores Y1,Y5, tal que Y{,< Y; enton-
ces F(Y)< F(Yy).

Valor esperado de una variable aleatoria o una funcién de una variable aleatoria

Sea Y una variable aleatoria discreta con funciéon de probabilidad P (y), entonces, el valor
esperado de Y E (Y) sera:

E(Y) = Z,,*’ «P(y)

Si P (y) es una caracterizaciéon precisa de una distribucién de frecuencia poblacional, enton-
ces,, que es la media poblacional.

La varianza, de una variable aleatoria discreta, sera el valor esperado de(Y-p)?: E(Y-p)?2



Ejemplo
13. Calcular la media o valor esperado, la varianza y la desviacién estandar.

Tabla 3. Varianza y desviacion estandar

Y P(y)
0 0,13
1 0,25
2 0,375
3 0,25

e Valoresperado=E(Y)=pu= Z;’,zu yPy
E(¥Y)=0%0,13+1%0,25+2%0,375+3*0,25=1,75
o Varianzao® = E(Y — pu)* = ¥5-o(Y — 1)’p(¥)

o2 = (0—1,75)% % 0,13 + (1 — 1,75) * 0,25 + (2 — 1,75)% % 0,375
+(3—1,75)? % 0,25 = 0,9375

o Desviacion estindar

o =,/0,9375 = 0,97

Wackerly et al. (2010), amplian el andlisis a tres teoremas que serviran para calcular el valor
esperado y la varianza de distribuciones mas complicadas:

Teorema 1:

La media o valor esperado de una cantidad no aleatoria c es c.

E(c)=c¢c
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Demostracion:

E©) =) c+p®)
¥

Entonces:

E(c)=c¢c
Teorema 2:

El valor esperado del producto de una constante ¢ por una funcién de una variable aleatoria
es igual a la constante ¢ que multiplica al valor esperado de la funcién de la variable.

E(fc gD = cE[g®)]

Teorema 3:

El valor esperado de la suma de sus funciones de una variable aleatoria Y es igual a la suma
de sus respectivos valores esperados.

ELg:(3) + 2(Y) + 930 + -+ e vee e v ]
= Elgi ]+ Elg.] + Elgs (] + - e v ELgie ()]

Utilizando los tres teoremas antes citados, desarrollaremos un teorema para encontrar la
varianza de una variable aleatoria discreta:

c?=EW¥Y —-wi=E¥?-2Yu+u?d



Aplicando el teorema 3:

= E(Y?) — EQ2QYp) + E(u?)

Si pes una constante y se aplican los teoremas 1y 2 alos términos segundo y tercero, respec-
tivamente tenemos:

0? =E(Y?) — 2uE(Y) +p*
Como p=E(Y) quedara:
o* =E(Y?*) —2u® +p* = E(Y*) — p*
Quedando la varianza:
0% = E(Y?) -
Utilizando el ejemplo anterior la varianza sera:

= E(Y?®) = Zyzp(y) =02+0,13 + 1% % 0,25 + 22 % 0,375 + 3% % 0,25 = 4
b

Por tanto: 4 * (1,75)2 = 0,95287
Funcidén generatriz de momentos

La funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria Y evaluada en t, se define como:

My(©) = EleX]= ) e7f ()

La funcién generadora de momentos es Unica; es decir, si dos variables aleatorias tienen la
misma funcién generadora de momentos, se dice que tienen una misma distribucién. La funcién
generadora de momentos identifica, de manera tnica, la distribucién de probabilidad.
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Si evaluamos:

M’ (t) cuando t = 0

Es decir:

d
M, (t) = EM,,(t}]c =0

Quiere decir: Derivando con respecto a t My (t), de, evaluadaen t = 0.

Si derivo una vez:

M',(0) = E[x]

Si derivo dos veces:

M”y(0) = E[x’]

Si derivo tres veces:

M, (0) = E[x*]

0.9.2. Variable aleatoria continua

Wackerly et al., (2010) definen a una variable a aleatoria continua como la variable aleatoria
que puede tomar cualquier valor en un intervalo. Consideremos la lluvia diaria en la ciudad de
Cuenca. Con un equipo de medicién de precision perfecta, la cantidad de lluvia podria tomar
cualquier valor en 0 y 5 pulgadas, por lo tanto, nos encontramos con un nimero incontable e
infinito de puntos en el intervalo entre 0 y 5.

A diferencia de una variable aleatoria discreta, en una variable continua es matematicamente
imposible asignar probabilidades a cada valor dentro de un intervalo, por lo tanto, es necesario
otro procedimiento. En este caso, no es posible conocer el valor exacto de una variable aleatoria
continua, ya que medir su valor consiste en clasificarlo dentro de un intervalo (Pefia, 2001).



Funcion de densidad f(x)

Si observamos un conjunto de datos mediante un histograma y tomando cada vez mas obser-
vaciones y construyendo clases cada vez mas finas, el histograma tendera a una curva suavizada
que describira el comportamiento, a largo plazo, de la variable estudiada (Pefia, 2001). La fun-
cién de densidad tiene las siguientes condiciones:

fe) 20

ff(x)dx =1

Al final, es la curva limite que obtendriamos en el histograma de la poblacién, disminuyendo
indefinidamente las anchuras de cada clase. Pero, la pregunta es: ;Para qué sirve?

El conocimiento de f(x), sirve para calcular la probabilidad por integracién. Por ejemplo, la
probabilidad de que la variable aleatoria x sea menor que x1, corresponde a sumar las probabili-
dades de todas las clases, que contienen valores menores o iguales a x1; por lo tanto, el resultado
de este pedido se obtiene calculando el area bajo la funcién de densidad hasta x1.

x1
p(x =x1) = [ f(x)dx
—n
Analogamente, la probabilidad de que la variable aleatoria tome valores entre x1 y x2:

pxl <x <x2) = f f(x)dx
xl

Por lo tanto, la probabilidad de que un modelo de variable aleatoria continua asigne un valor
exacto es cero. Y la probabilidad de cualquier intervalo por pequefio que sea, vendra dada por
el area que f(x) encierra en ese intervalo. Si la base (Ax) es suficientemente pequefia, dicha area
se aproxima por el drea de un rectangulo de altura f(x1), siendo x1 el centro del intervalo de
longitud Ax:

Ax Ax
P (xl iy <x<xl+ ?) =~ f(x1)Ax(base x altura)
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Una implicacion de lo anterior en variables continuas, es:
Pla<x<b)=Plasx<b)=Pla<x<b)=Pla<x<h)

Cuando nos piden encontrar la probabilidad de que Y caiga en un intervalo especifico, esto es
P(a<Y<b), si a<b entonces:

P@s<Y<b)=P(¥ <b)- PY S@) =F(b) - F(@) = foay

Ejemplo

Sea el dafio consiguiente, en términos financieros por incendio en una nave industrial. Si
X=0, indica la ausencia de dafio, y X=xmax significa la pérdida total del edificio, cuyo valor es
xmax; por lo tanto, el intervalo (0-xmax) es el conjunto de posibles resultados.

La funcion de distribucion de una variable aleatoria continua:

Una variable aleatoria Y con funcién de distribucion F (Y), se dice que es continua si F (Y) es
continua para -a<y<+a

Figura 11. Distribucidn variable aleatoria continua
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Nota. Adaptado de Estadistica Matemdtica con Aplicaciones (p. 160), por D. Wackerly, W. Mendenhall y R. Schea-
ffer (2010), Cengage Learning.

Siy es una variable aleatoria continua, entonces, para cualquier nimero realy,P (Y=y) =0

Si esto no fuera cierto, P(Y=y_0 )=P_0>0, entonces, F (Y) tendria discontinuidad (salto). En
términos concretos, considere la probabilidad de que veamos una medida de lluvia diaria de



2,1343 pulgadas, el hecho improbable de que veamos un valor exacto de 2,1343 pulgadas, pero,
si podemos ver muchos dias entre 2 y 3 pulgadas.

Sea F (y) la funcién de distribucién de una variable continua Y, entonces f (y) viene dada por:

dF(Y)
dy

fo) = =F()

Donde, f(y) es la funcién de densidad de probabilidad para la variable aleatoria Y.

Por lo tanto:

y
F¥)=| fdt

La relacidn entre la funcién de densidad y de distribucién se visualiza en el siguiente grafico:

Figura 12. Funciéon de densidad y distribucion

F(y)

F(y,)

YO y

Nota. Adaptado de Estadistica Matemdtica con Aplicaciones (p. 161), por D. Wackerly, W. Mendenhall y R. Schea-
ffer (2010), Cengage Learning.

Media o valor esperado de una variable aleatoria continua

El valor esperado de una variable aleatoria continua es:

+

E(Y)=| yf(dy

' 4
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La cantidad f(y)dy corresponde a P (y) de la variable aleatoria discreta y la integral evolucio-
na de la suma y es analoga.

Siguiendo el mismo criterio que una variable aleatoria discreta, la varianza de una variable
aleatoria continua es igual a:

o? = E(Y)" -y

NOTA: Si la variable aleatoria es continua, la probabilidad de que esta tome exactamente un
valor de x es 0. Esto se expresaria asf:

pec=a) = [ fedx=0

La probabilidad de que una variable aleatoria continua tome un valor particular es 0, la razén
es que no hay area bajo la curva y solo se podra calcular probabilidades sobre intervalos.

0.10. Ejercicios propuestos

21. Supongamos que una familia tiene dos hijos de edades diferentes y estamos interesados
en el género de estos ninos. Usaremos F si es mujer y M si es hombre, y designe con un par,
por ejemplo, F, M si el hijo de mas edad es nifia y el mas joven es nifio. Hay cuatro puntos en
el conjunto S de posibles observaciones:

S=(FF EM M,F M,M). Designe A al subconjunto de posibilidades que no tenga hombres, B
al subconjunto de posibilidades que contenga 2 hombres, C, al subconjunto que contenga al
menos un hombre. Indique los elementos de A, B, C, ANB, AUB, ANC, AUC, BNnC, BUC, Cn.

22. De un total de 60 estudiantes que asisten a la universidad, 9 viven fuera del campus, 36
son pasantes y 3 son pasantes y viven fuera del campus. Encuentre el nimero de estudiantes
que:

c. Son pasantes y viven fuera o ambos

d. Son pasantesy viven en el campus

e. Graduados que viven en el campus

23. Un gerente de una fabrica de azdcar sabe que la probabilidad de que la funda de azticar
de venta al publico pese menos de lo legal es 2,5%, y la probabilidad de que pese més es de

7,5%. ;Cudl es la probabilidad de que la funda tenga un peso satisfactorio? Demuestre con un
diagrama de Venn.



24. Suponga que la probabilidad de que saque un 100 en esta materia es de 25%, la proba-
bilidad de obtener un 75 es un 50%. ;Cudl es la probabilidad de que su calificacién sea mayor
que 757

25. Lajunta directiva de Deltha Seguros cuenta con 8 hombres y 4 mujeres. Un comité de 4
miembros sera elegido al azar.

e ;Cudl es la probabilidad de que los 4 miembros del comité sean mujeres?

e ;Cudl es la probabilidad de que los 4 miembros del comité sean hombres?

e ;Las probabilidades de los puntos ay b suman 1? Explique su respuesta.

26. A continuacidn, se presenta el nimero de llamadas diarias al servicio del 911 durante

los ultimos 50 dias. Hubo 22 dias en los que realizaron 2 llamadas de emergencia y 9 dias en
los que realizaron 9 llamadas:

Nimero de llamadas Frecuencia
0 8
1 10
2 22
3 9
4 1
Total 50

Convierta esta informacién en una distribucién de probabilidad.

¢ ;Esun ejemplo de distribucién de probabilidad discreta o continua?

e ;Cudl es la media de la cantidad de llamadas de emergencia al dia?

e ;Cudl es la desviacion estandar de la cantidad de llamadas diarias?

27. Suponga que X tiene una distribucién binomial con n=2 y p=0,5 encuentre F(x).

28. Suponga que: Encuentre la funcién de densidad para x y grafiquela.

0, parax <0
flx) = [x, para0 < X < 1‘
1, parax >1

Encuentre la funcidn de densidad para x y grafiquela.
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29. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad dada por:

3x* 0<x<1 }
0 en cualquier otro punto

feo ={

Encuentre F(x) y grafique F(x) y f(x).

30. Dado f(x) = cx? para 0<x<2 y f(x) = 0, en cualquier otra parte, encuentre el valor de
¢ para el cual f(x) es una funcién de densidad valida. Posteriormente, calcular P(1<x<2) y
P(1<x<2).

31. Deltha Seguros pretende ofrecer productos de seguros de vida a hombres de 60 afios,
por internet. La tabla de mortalidad indica que la probabilidad de que un hombre de esa edad
sobreviva otro afio es de 0.98. Si el seguro se ofrece a 5 hombres de 60 afios. ;Cual es la pro-
babilidad de que los 5 sobrevivan el afio? ;Cudl es la probabilidad de que, por lo menos, 1 no
sobreviva?

Ejercicios de riesgo - rendimiento

32. Un empresario quiere elegir la mejor entre dos inversiones: A y B. A continuacién, se
presentan los datos del rendimiento bajo diferentes escenarios:

Activo A
Escenario Rendimiento  Probabilidad
Pesimista 0.13 0.25
Mas probable 0.15 0.50
Optimista 0.17 0.25
Activo B
Escenario Rendimiento  Probabilidad
Pesimista 0.07 0.25
Mas probable 0.15 0.50
Optimista 0.23 0.25
Calcular:

¢ Rendimiento esperado de cada opcién.
e Desviacién estandar de cada opcion.

¢ Hacer un grafico de distribucién de probabilidad para cada opcion.
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33. Una empresa esta considerando la inversién en dos maquinas, ambas proporcionaran
beneficios durante 10 afios, y cada una requiere una inversion inicial de $400.000. La geren-
cia elabor¢ las siguientes estimaciones de rendimientos con sus respectivas probabilidades
de ocurrencia bajo diferentes escenarios:

Maquina 1
Escenario Rendimiento Probabilidad
Pesimista 0.20 0.25
Mas probable 0.25 0.50
Optimista 0.30 0.25
Maquina 2
Escenario Rendimiento Probabilidad
Pesimista 0.15 0.20
Mas probable 0.25 0.55
Optimista 0.35 0.25
Se pide:

e Elrango de los rendimientos de cada maquina.
o Elvalor esperado del rendimiento de cada maquina.

e Elriesgo que conlleva la inversidn en cada maquina, a través de la desviacion estandar y
el coeficiente de variacion.

¢ ;Qué maquina conviene comprar?
34. Una empresa quiere lanzar un nuevo producto, para lo cual, tiene dos opciones a em-

prender. A continuacién, se presenta las distribuciones de rendimiento de cada opci6én en
funcidén de diferentes escenarios:

Opcién 1

Aceptacion de mercado Rendimiento Probabilidad

Muy Mala 0.0075 0.05
Mala 0.0125 0.15
Promedio 0.0850 0.60
Buena 0.1475 0.15
Excelente 0.1625 0.05
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Opcién 2

Aceptacion de mercado Rendimiento Probabilidad
Muy Mala 0.01 0.05
Mala 0.025 0.15
Promedio 0.08 0.60
Buena 0.135 0.15
Excelente 0.15 0.05

Se pide:

e Un gréafico de la distribucién de probabilidades de cada opcién.

¢ Rendimiento esperado de cada opcién.

e Calcule el riesgo relativo de cada opcidn.
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Capitulo 1

Introduccion a los seguros, teoria de la utilidad y decision de
aseguramiento

Manejo del riesgo

El trabajo de un experto en riesgos es la identificacion, medicién y control de las contingen-
cias que, en esencia, son aleatorias; esto era tradicional en el seguro de vida y luego pasé a otros
ramos de seguros como son los patrimoniales, de salud y asistencia médica. Para cubrir el acon-
tecimiento de dichas contingencias, las empresas y personas debian tener grandes cantidades
de dinero en reservas para afrontar los riesgos, pero, aparecieron las compafiias de seguros, que
asumen estos riesgos a cambio de un pago. Luego, este andlisis de riesgos se extendi6 al campo
financiero en donde se trata de identificar, medir, cuantificar y controlar los riesgos de crédito,
mercado, liquidez y riesgo operativo, etc.

Por lo tanto, un concepto clave que se va a tratar a lo largo del presente libro es el riesgo.
Definiremos al riesgo desde diferentes puntos de vista:

1. Posibilidad que se produzca un hecho generador de pérdidas, que afecte al valor econé-
mico de las empresas; dentro de este tipo de riesgos tenemos de crédito, mercado, liquidez,
operativo (Superintendencia de Compaiiias Valores y Seguros, 2020).

2. Desde el punto de vista de inversiones, al riesgo se lo puede definir como la dispersién del
rendimiento de una inversion con respecto a un rendimiento esperado, por lo que la medida
de riesgo aqui utilizada es la desviacién estandar. O es una medida de incertidumbre en torno
al rendimiento que generara una inversiéon y, mas especificamente, es el grado de variacién
de los rendimientos relacionados con un activo especifico (Gitman y Zutter, 2012).

3. En el contexto de este libro, es la posibilidad de que algo malo suceda y esta ocurrencia
desemboca en una pérdida financiera; por ejemplo, si una persona fallece, estaria privando
de ingresos a sus familiares dependientes o a socios de algiin negocio. Si una persona se en-
ferma tendra que desembolsar una cantidad de dinero con lo que afectara su flujo de efectivo;
lo mismo puede pasar con pérdidas de bienes patrimoniales como la casa o vehiculo. En todo
caso, no hay como librarse de esos acontecimientos desastrosos, pero, si se puede tomar me-
didas para mitigar esa pérdida, una de esas medidas es el seguro. Por lo tanto, definiremos
riesgo como la Probabilidad de ocurrencia de un siniestro, y siniestro es la ocurrencia del
riesgo asegurado. Estos conceptos los ampliaremos mas detalladamente en los siguientes
capitulos (Superintendencia de Compafiias Valores y Seguros, 1963)

Analicemos el siguiente ejemplo: Si suponemos que es casi improbable que suceda cierto
evento, pero, si ocurre, provocara una pérdida financiera de $100.000 se estima que 1 de cada
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100 personas experimentarad esa pérdida, entonces, se aseguran 1000 personas, entonces, se
debe esperar una pérdida de 10 personas; sobre este supuesto el asegurador cobrara una prima
de $1000 a cada una y obtendra unos ingresos de $1.000.000 que servira para cubrir la pérdida
de los 10 asegurados. Este principio llamado equivalencia financiera- actuarial, veremos mas
adelante.

1.1. Modelos estocasticos frente a modelos deterministicos

El ejemplo anterior es un modelo deterministico. Si el asegurador sabe exactamente cuanto
tendra que pagar por indemnizaciones, debera cobrar una cantidad que equipare a estas para
mantener un equilibrio financiero. En la realidad, el asegurador no sabe o no puede predecir
dichas cantidades con exactitud. Al vender pdlizas espera beneficiarse del efecto de la diversifi-
cacion y puede predecir aproximadamente el # de siniestros su cuantia. A continuacion, presen-
taremos diferentes tipos de modelos de flujos de caja.

1.1.1. Modelos deterministicos

1.1.1.1. Flujos de caja

Una caracteristica de la matematica actuarial es modelar la transferencia de dinero. Las insti-
tuciones financieras, compaiiias de seguros y otras empresas aceptan dinero en ciertos momen-
tos y deberan hacer pagos en otros (Promislow, 2015).

Para construir nuestro modelo, primero fijaremos una unidad de tiempo en afios; el tiempo
cero serd hoy, mientras que, el tiempo n sera n unidades de tiempo en el futuro. Seleccionaremos
una unidad arbitraria de capital. En esta parte supondremos que los dineros se pagan o reciben
en unidades de tiempo enteros; la cantidad de dinero recibido se llama Flujo de Caja (FC), un va-
lor positivo de FC indica que se recibe fondos, mientras que, un valor negativo significa que hay
salida de dinero. Se presenta a continuacion un vector de flujo de efectivo:

FC = (FCO,Fcl,FCZ ................... FCN),
Donde:
e n = Duracion final

Supongamos que presta 10 ahora, luego 5. La secuencia de pagos sera desde el cuarto al sexto
periodo de 7. El vector flujo de efectivo es:



FC= (-10,-5,0,7,7,7)
Desde el punto de vista del deudor, el flujo sera:
-FC = (10,5, 0,-7,-7,-7)

En esta seccion analizaremos métodos para analizar el flujo de efectivo, para lo cual, hay que
responder a las siguientes preguntas:

1. ;Cuando es una transaccién que vale la pena emprender?
2. ;Cuanto se debe pagar para recibir una secuencia de flujos de efectivo?

3. ;Coémo se comparan las transacciones para decidir cual es viable?

Para esto hay que valorar considerando el valor del dinero en el tiempo; en todo caso, en la
practica no es posible responder a las preguntas anteriormente mencionadas porque no nos
enfrentamos a flujos de efectivo conocidos o determinados.

Otras definiciones de flujos de caja:

Normalmente, el modelo de flujos de caja captura la diferencia entre ingresos y salidas de
efectivo. Estos se pueden hacer bajo diferentes dpticas, dependiendo del propésito del andlisis.

Definicion 1:

Es un vector (T;,Cj), en donde T;>0, y las cantidades C;€R, que entran y salen de un individuo,
institucion y/o sistema. Si C;>0 son ingresos y C;<0 se llaman egresos (Diz, 2013).

Definicion 2:

Es un vector aleatorio (T;,C;), en donde T;>0, y las cantidades C;ER, con un nimero de compo-
nentes variables y aleatorios, normalmente. Estos flujos de caja son de proyectos de inversion
y flujos de compafiias de seguros, en donde su pago estd sujeto a probabilidad de ocurrencia de
siniestros (Diz, 2013).
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1.1.1.2. Algunos modelos de flujos de caja

Bono cupodn cero. - Son inversiones de renta fija de corto plazo, con intereses que se pagan al
final del contrato (Diz, 2013). En el caso ecuatoriano, pueden ser las pélizas bancarias.

Ejemplo
Una inversion de $1000 a 90 dias para recibir $1010.

Figura 13. Bono cup6n cero

g") + é‘)

1010
HOY 0
| |
I |
90 DiAS

Bonos con cupon. - Son instrumentos de renta fija que, normalmente, son emitidos a largo plazo
con pago de intereses periédicamente. Los pagos pueden ser semestrales, anuales, etc. Los pagos de
los intereses los determina la tasa cup6n y el valor nominal del bono (Besley y Brigham, 2016).

Ejemplo

Un capital de 1000 a 5 afios al 5% anual. Normalmente, los bonos son emitidos por gobiernos.
Por lo tanto, el gobierno toma el dinero y entrega el bono al inversionista; a su vez, el inversionis-
ta adquiere un derecho de cobro periddico de los intereses.



Figura 14. Bonos con cup6n
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Bonos corporativos. -Son iguales a los que emiten los gobiernos a diferencia que el riesgo es
mas elevado, por lo que la tasa de interés o rendimiento minimo requerido por el inversionista
es mas alta en bonos que en los bonos que emite el gobierno (Diz, 2013).

Acciones. - A diferencia de los anteriores, que son instrumentos de deuda, las inversiones en
acciones dan derecho a la propiedad de una empresa, por lo que la ganancia de estos inversio-
nistas esta dividida en dos partes:

e Ganancias de capital (cuando sube el precio de la accién).

¢ Los dividendos de la empresa.

En estos casos, los flujos de caja del inversionista son mas volatiles que los anteriores y de
cuan rentable sea la empresa (Brealey et al., 2015).

Figura 15. Acciones
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Rentas vitalicias. - Funcionan como una anualidad cierta, pero en lugar de tener pagos con
regularidad, en la renta vitalicia los pagos terminan al fallecimiento del propietario (Diz, 2013).
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En el caso de nuestro pais hablamos de pensién por jubilacién en el IESS o el pago de una renta
vitalicia del empleador al empleado en caso de cumplir 25 afios de trabajo en la misma empresa.

Seguros de vida. - La comptania de seguros paga una suma de dinero al momento de fallecer
el asegurado. El pago se realiza a los beneficiarios. Para hacerse acreedor a este beneficio, el
asegurado debera pagar una prima (Diz, 2013).

El valor del seguro (prima tnica) para una cobertura de 1 afio viene dado por:

T = Suma asegurada * v * q,

Donde:

v = Valor actual financiero ————
f 1+t

q, = Probabilidad de fallecimiento

x = Edad actual de la persona

Figura 16. Seguros de vida
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NOTA. En el seguro planteado, suponemos que el pago se realiza al fin del afio del fallecimiento.

Seguros patrimoniales. - A diferencia del anterior en donde el interés asegurable es la vida
de la persona que genera ingresos, en los seguros patrimoniales el interés asegurable es la pér-
dida patrimonial aleatoria. Hablamos de seguros de vehiculos, inmuebles, maritimo, aviacion,
transporte, etc. Desde el punto de vista del asegurador, los ingresos via primas se suman a un



fondo de riesgos, en donde la historia del niumero de siniestros con sus respectivas cuantias
afecta al valor de la prima de seguros.

Figura 17. Seguros patrimoniales
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Proyectos de inversion. - En un horizonte de tiempo, los desembolsos para la realizacién
de proyectos de inversion varian de proyecto a proyecto (Diz, 2013). Supongamos un proyecto
inmobiliario, este requerira de un desembolso inicial para la compra del terreno, luego la rea-
lizacién requerira de salidas de efectivo; también tendra ingresos de efectivo por la venta de
unidades habitacionales.

1.2. Conceptos basicos y economia del seguro
1.2.1. Importancia

Las operaciones de seguros han sido establecidas con el animo de protegerse respecto a con-
tratiempos financieros que puedan suceder aleatoriamente y que forman parte de planes futu-
ros de personas, empresas, etc. Lo que se trata de hacer con el seguro, desde el punto de vista del
asegurado, es transformar una pérdida de gran impacto o severidad y/o frecuencia en un gasto
fijo conocido llamado prima, que servira para mitigar la posible pérdida financiera.

Las coberturas con seguros limitan aquellos contratiempos financieros aleatorios, teniendo
en cuenta que las operaciones de seguros no reducen la probabilidad de que acontezcan esas
pérdidas o sucesos (en términos de seguros, siniestro). Mas bien, la operaciéon de seguros pro-
porciona incentivos financieros para lograr una cobertura a las pérdidas; entonces, una opera-
cién de seguros es un medio para reducir el impacto financiero adverso (pérdida patrimonial),
que impide la realizacién normal de las actividades futuras.
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La justificaciéon econémica de una entidad aseguradora es que contribuye a un bienestar ge-
neral, mejorando expectativas para que los planes futuros no se vean frustrados por pérdidas
debidas a sucesos aleatorios imprevistos (siniestros); y, por lo tanto, no causan pérdidas patri-
moniales adversas a su tomador y/o asegurado.

Antes de empezar nuestro tema en materia de seguros es importante repasar los siguientes
conceptos:

e Seguro: Es un contrato mediante el cual, una de las partes, el asegurador se obliga a cam-
bio del pago de una prima, a indemnizar a la otra parte dentro de los limites convenidos de
una pérdida o dafio producido por un acontecimiento incierto o a pagar un capital o una renta
si ocurre la eventualidad prevista en el contrato (Superintendencia de Compafias Valores y
Seguros, 1963).

¢ Probabilidad: Es la posibilidad de que ocurra o de que se produzca determinado aconte-
cimiento, que nos sirve para calcular (en teoria de elecciones del consumidor y/o productor
en condiciones de incertidumbre) el valor esperado y la variabilidad de posibles resultados.
Pefia (2001) menciona que el concepto de probabilidad se aplica a los elementos de una po-
blacién homogénea finita o infinita.

¢ Siniestro: Ocurrencia del riesgo asegurado o concrecién del riesgo (Diz, 2013).
e Prima: Es el precio del seguro (Diz, 2013).

¢ Riesgo: En la introduccidn de este capitulo hemos definido riesgo desde diferentes pers-
pectivas; como el enfoque de este libro es seguros, definiremos riesgo como la probabilidad
de ocurrencia de un siniestro. La realizaciéon de los riesgos no obedece a un patrén deter-
minista, por lo tanto, es imposible prever con exactitud los instantes en que ocurriran ni los
montos de pérdidas econémicas que tendran como consecuencia.

¢ Asegurador: Persona Juridica legalmente autorizadas, que asume riesgos a cambio de
primas, se compromete a resarcir econdmicamente al asegurado en caso de siniestro (Super-
intendencia de Compaiiias, Valores y Seguros, 2020).

¢ Asegurado: Persona natural o juridica que cede el riesgo a una compafifa de seguros
(Asegurador) y se compromete a pagar una prima a cambio del resarcimiento econémico o

reposicion de la cosa dafiada por siniestro. En caso de resarcimiento por pérdida, esta perso-
na no tiene fin de lucro (Superintendencia de Compaiiias, Valores y Seguros, 2020).

Dos leyes que se manejan en seguros
¢ Leyde los grandes nimeros

El andlisis del riesgo es muy diferente si se lo hace desde el punto de vista del asegurador o
del asegurado. La razén es la “ley de los grandes niimeros” que opera en el caso del asegurador,



pero, no en el caso del asegurado. Dicha ley dice que mientras mas grande sea el nimero de uni-
dades de riesgo, mas seguro es que la experiencia de pérdida efectiva sea igual a la experiencia
de la pérdida probable, por lo que, a medida que aumenta el nimero de unidades expuestas (ya
sea personas u objetos), el riesgo disminuye.

El asegurado no puede reducir su riesgo utilizando esta ley, pues, no tiene a su alcance el
suficiente nimero de unidades para reducir el riesgo.

Recordaremos el concepto basico que se revisé en parrafos anteriores: La esperanza mate-
matica, que es la probabilidad de ocurrencia por el efecto esperado.

Si este concepto lo pasamos a los seguros, la esperanza matematica de la pérdida serd igual a
la frecuencia (probabilidad) multiplicada por la severidad. (Frecuencia * Severidad).

A su vez, la probabilidad viene dada por:

# de eventos favorables

P@x) = # de eventos posibles

Ejemplo

Si tenemos: 10.000 autos y se siniestran 6.000 autos, la probabilidad de siniestro es de 60%.
Si el siniestro promedio es el costo total de siniestros dividido para el nimero de siniestros, si
suponemos que el costo de siniestros es de $3.000.000, entonces:

. .. $3.000.000
Costo promedio de siniestros = 6000 - $500.

Entonces la pérdida sera de:

500 * 0,6= $300, esta es la prima de riesgo que se cobrara a los 10.000 asegurados.

La prima tiene que ser:

e Suficiente

e Proporcional al riesgo asumido
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Si el promedio de la suma asegurada es $10.000.

Prima = $10.000 * tasa

300 =10.000 * tasa

Tasa= 0,03. SERA LA TASA DE RIESGO.

Un factor que se debe tomar en cuenta es que el riesgo no es estatico, siempre se mueve por
muchos factores internos y externos. Por este motivo, puede haber una desviacién de la frecuen-
cia y la severidad o lo que se llama desviacion de la siniestralidad.

A esto se deben sumar otros pagos para cumplir el principio de suficiencia como:

e Comisiones= 20%
e (Gastos administrativos= 14%
e Utilidad= 6%

e Factor G (suma de los 3 anteriores) = 40%

Tasa comercial = Tasa de riesgo / 1- g

=0,03/1-04

=0,05

Damos un margen de seguridad por desviaciones del 10%

Tasa comercial= tasa de riego (1+margen de seguridad) /1-g

Tc=5,5% del valor comercial del vehiculo.
e Mutualidad

La compafiia de seguros o seguridad social asume riesgos de un gran nimero de personas,
asumiendo que las cantidades con las que cada una de ellas aporte, via primas, habra de contri-



buir al resarcimiento de los dafos o pérdidas colectivas, es decir, es la consecucion de una cober-
tura colectiva y mancomunada frente al riesgo individual de sus asegurados; busca solidaridad
ante pérdidas de pocos, de un grupo grande sometido a riesgos.

Su actividad es una operacién para acumular riqueza, a través de las aportaciones de muchos
sujetos expuestos a eventos econémicos desfavorables, para destinar lo asi acumulado, a los po-
cos a quienes se presenta la necesidad. Sigue el principio de mutualidad, buscando la solidaridad
entre un grupo sometido a riesgos.

Esta mutualidad se organiza empresarialmente, creando un patrimonio que haga frente a los
riesgos. El efecto desfavorable de estos riesgos, considerados en su conjunto, queda aminorado
sustancialmente porque, para el asegurador, los riesgos individuales se compensan, solo unos
pocos asegurados los sufren, frente a los muchos que contribuyen al pago de la cobertura.

Ello permite una gestion estadistica del riesgo, desde el punto de vista econémico, aunque se
conserve individualmente desde el punto de vista juridico.

1.3. Tratamiento del riesgo

a. La asuncion del riesgo: (No aseguramiento), las personas o empresas, muchas veces,
asumen directamente sus riesgos. En este punto las personas o empresas destinan un fondo
para hacer frente a posibles pérdidas que se puedan dar en el futuro. Esta actitud no es un
auto seguro.

b. La cesion o transferencia del riesgo: La persona o empresa paga a una aseguradora
para que asuma los riesgos de los que el cedente desea liberarse y esta lo acepta a cambio
de una prima. Se supone que el tomador de ese riesgo, primero, conoce la probabilidad de
pérdiday, por lo tanto, gestiona de mejor manera el cedente de dicho riesgo; y, segundo, tiene
la capacidad financiera para hacer frente a las posibles pérdidas.

c. Eliminacién del riesgo: Normalmente, este punto se da con personas que tienen una
gran aversion al riesgo. Estas personas evitan por completo la asunciéon de riesgos y, por lo
tanto, se esperaria que no tuvieron los mismos rendimientos que las personas que se mane-
jan en los puntos anteriores.
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1.4. Principio de esperanza matematica de la utilidad

Dado que en ninguna de nuestras actividades podemos prever las consecuencias de nuestras
decisiones, sino que, a lo mas, podemos ordenar nuestras decisiones con relacion a la incerti-
dumbre asociada a nuestras expectativas futuras, se ha elaborado la llamada Teoria de la utilidad
(Sandoya, 2007).

Entonces, ;como pueden decidirse las inversiones en presencia de flujos de caja aleatorios?
Para esto es necesario disponer de una teoria de elecciéon que establezca criterios que permitan
tener en cuenta el riesgo-rendimiento; de tal manera, que maximice la utilidad esperada de los
recursos.

El problema de la distribucién de los recursos disponibles entre consumo e inversion resi-
dird en maximizar la utilidad teniendo en cuenta la esperanza matematica de los recursos y los
riesgos asumidos para la obtencién de ella, por esto es fundamental usar el criterio de esperanza
matematica de la utilidad como criterio de eleccion en futuros aleatorios y determinar la funcién
de utilidad que permita ordenar eventualidades.

Centramos la atencion en las decisiones de los consumidores en general y la utilidad que les
reportara la eleccién entre opciones arriesgadas.

Se supone que todos los decisores toman decisiones racionales, y son capaces de tomar de-
cisiones racionales entre un gran nimero de alternativas. También los decisores prefieren tener
mas que menos (No saciedad) y esto es todo lo que se precisa para fundamentar la decision de
esperanza matematica de la utilidad, como criterio de eleccién en un futuro aleatorio para deter-
minar la funcion de utilidad del decisor.

Entonces, los decisores trataran de maximizar la esperanza matematica de la utilidad de sus
recursos:

Representamos ala funcion de utilidad de un ente, como funcién de sus recursos

max E[U(r)] = Z U(ry) * p;



Interpretacion:

La esperanza matematica de la utilidad es la suma de las utilidades asociadas a distintos re-
sultados posibles ponderadas por sus probabilidades de ocurrencia.

Ejemplo

1. Una persona tiene dos opciones: Trabajar en una empresa recibiendo unos ingresos via
sueldo por $30.000 anuales o emprender un proyecto de inversion, y tiene las siguientes
posibilidades de ganancia:

Tabla 4. Distribucién de probabilidades del proyecto de inversion

Escenario Ganancia Esperada Probabilidad
Auge 50.000 0.25
Estabilidad 35.000 0.50
Recesion 5.000 0.25

¢(Cudl es la esperanza de los recursos en la segunda opcién?

U(r) = 0,25 * 50000 + 0,50 = 35.000 + 0,25 * 5000 = $32.500

;Qué alternativa le conviene a la persona?

Se prefiere la segunda opcion, pues, la esperanza de los recursos es mayor en $2.500.

2. Analicemos el siguiente caso planteado por Bowers, Gerber, Hickman, Jones y Nesbitt
(1997):

Tabla 5. Analisis

Caso Pérdida Posible o Exposicion Total = Probabilidad de Pérdida

1 1 0,01
2 1.000 10
3 1°000.000 10.000

Una pérdida de 1 podria ser de poca preocupacion para la persona que toma las decisiones,
que preferiria correr el riesgo y asumir la pérdida en caso de que aconteciera (propenso al ries-
go); sin embargo, la pérdida de 1°000.000 podria ser catastréfica para la empresa. En este caso,
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el tomador de decisiones podria estar dispuesto a pagar mas de la pérdida esperada que es de
10.000, con el fin de obtener el seguro (adverso al riesgo).

Del hecho de que el tomador de decisiones estaria dispuesto a pagar mas de la pérdida es-
perada, concluimos que la teoria de valor esperado es inadecuada para modelar este comporta-
miento.

1.5. Aversion al riesgo y prima de riesgo

Se presentan tres casos segun Sandoya (2007):

1. Cuando la funcién de utilidad crece menos que proporcionalmente, es cdncava; la utilidad
marginal con respecto a los recursos es decreciente U”(r)<0 y el decisor es adverso al riesgo.

2. Cuando la funcién de utilidad crece mas que proporcionalmente, es convexa; la utilidad
marginal respecto de los recursos es creciente U”(r)>0, el decisor es propenso al riesgo.

3. En caso de que la funcion de utilidad creciera en forma constante, se trataria de una recta,
la utilidad crece de manera proporcional. U”(r)=0, indiferente.

En resumen:

En seguros, cuando la persona o ente recibe mas utilidad de la operacién hecha con incerti-
dumbre y, por lo tanto, es mayor que la utilidad esperada se dice que el decisor es adverso al
riesgo; si es menor es propenso al riesgo y si es igual es indiferente.

1.5.2. Aversion al riesgo

SiU[E(r)] > E[U(r)]: adverso al riesgo, la cuva es concava.

Figura 18. Aversion al riesgo




Caracteristicas:

e Lautilidad esperada que le proporciona no asumir el riesgo ES MAYOR que la utilidad que
le proporciona asumir.

e Lautilidad crece menos que proporcionalmente con respecto a los recursos.
e Lacurva es concava.
e Para un tomador de decisiones, si la utilidad que le proporciona quedarse con la riqueza

actual es mayor que la utilidad esperada que le proporciona; por ejemplo, embarcarse en un
proyecto, una decision logica es quedarse como estd y no emprender dicho proyecto.

1.5.2. Neutral al riesgo

SiUE()] = E[U@)]

Figura 19. Neutral al riesgo

Caracteristicas:

e Esindiferente respecto al riesgo, es decir, la utilidad que le proporciona asumir el riesgo
ES IGUAL a la utilidad que le proporciona el no asumirlo.

e Lautilidad crece de forma constante (La curva es lineal).
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1.5.3. Propensiodn al riesgo

SiU[E()] < E[U()]

Figura 20. Propension al riesgo

Caracteristicas:

¢ La utilidad esperada que le proporciona asumir el riesgo es menor que la utilidad que le
proporciona el no asumir.

¢ La Utilidad crece mas que proporcionalmente con respecto a los recursos.

e La curva es convexa.

Para un tomador de decisiones, si la utilidad que le proporciona quedarse con la riqueza
actual es menor que la utilidad esperada que le proporciona, por ejemplo, embarcarse en un
proyecto de inversién, una decisidn légica seria emprender dicho proyecto.

NOTA: En general, en participaciéon de operaciones financieras se supone que todos son ad-
versos al riesgo.

1.6. Indemnizacion (prestacion), prima pura y prima con recargo de segu-
ridad.

Consideremos que una persona posee un bien y que corre riesgo de ser destruido en un fu-
turo, asociemos una variable aleatoria al monto de la posible pérdida relativa al bien, con una
funcién de distribucién conocida (Sandoya, 2007). Entonces E(), la esperanza matematica de
la pérdida esperada en el futuro, se la puede interpretar como la pérdida media a largo plazo,
si el experimento de exponer el bien al riesgo pudiera observarse un gran nimero de veces en
las mismas condiciones; es decir, se basa en la ley de los grandes nimeros; suponiendo que no
existe desviacidn de siniestralidad o pérdidas.



Supongamos que el ente asegurador se establece con el fin de colaborar en la reduccién de
consecuencias financieras por la ocurrencia del riesgo (destruccién del bien). Por lo que el ase-
gurador emite pdlizas por las que se compromete a pagar al propietario del bien asegurado una
cantidad igual o menor que la pérdida financiera, si el bien, asegurado se viera dafiado o destrui-
do durante el periodo de vigencia y segun las condiciones de la péliza. El pago aleatorio ligado al
monto de la pérdida se llama “indemnizacioén”, 1a que no podra ser mayor a la suma asegurada. Y
la contrapartida del compromiso por parte del asegurado reflejado en la pdliza se llama prima
y se determina mediante el principio de equivalencia financiero-actuarial entre asegurador y
asegurado (Sandoya, 2007).

Para una operacion de seguros individual, suponemos que la funcién de utilidad del asegura-
dor es lineal. El asegurador adopta el principio de valor esperado, es decir, el asegurador esta-
blece como precio basico para la cobertura total de la pérdida esperada E(§)=P, llamada PRIMA
PURA.

Demostracion que P=E(Z). Este concepto parte de la neutralidad al riesgo (comportamiento
lineal).

U(r) =a+ br
U(r—=P)=E[U(r—4)]
a+b(r—P)=E[a+b(r—8)]
a+ br — bP = E[a + br — bé]
a+br —bP = a+ br — bE(£)

—bP = —bE(¥)

P=E®

Dada la prima pura, el asegurador necesita hacer ciertos recargos para cubrir gastos admi-
nistrativos, cobranzas y cierta seguridad frente a pérdidas; es decir, este dltimo recargo esta
destinado a cubrir desviaciones de la siniestralidad con respecto a su valor medio, por lo que
su cdalculo también dependera de otras opciones como reaseguro y reservas de solvencia. Todo
esto incrementa la prima pura a lo que se llama prima bruta o prima con recargo de seguridad
representada por .

n=P+Pp+c, p>0,c>0

m=P(1+p)+c, p>0,c>0
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Donde P*p representan la cantidad asociada a los gastos que varian con las pérdidas espe-
radas y con el riesgo cubierto en lo relativo a las desviaciones respecto de las reclamaciones
esperadas; es decir, cuando a la prima pura se le suma un recargo de seguridad, se conoce como
prima pura recargada o prima pura con recargo de seguridad (P(1+p)). Este recargo se destina
para cubrir las desviaciones aleatorias negativas de siniestralidad con respecto a su valor medio,
y contribuye a garantizar la solvencia del asegurador. Y la constante c se refiere a los gastos es-
perados, que no varian con las pérdidas (Sandoya, 2007).

Si el asegurado tiene una funciéon de utilidad U(r) y se enfrenta a posibles pérdidas &, se mos-
trard indiferente a pagar una cantidad de prima P al asegurador, y que este se comprometa a
cubrir las pérdidas y asumir el riesgo, se expresa como:

U(r — P) = E[U(r — &)] (1.1)

Partiendo de la ecuacién 1.1, el primer término (lado izquierdo de la igualdad), significa la
utilidad, pagando la prima para obtener proteccién financiera; y, el segundo término (lado de-
recho de la igualdad), representa la utilidad esperada de no comprar el seguro (asuncién del
riesgo). Es decir, las dos opciones proporcionan una utilidad al fin del dia, la primera opcién
(lado izquierdo de la igualdad), es una utilidad conocida; mientras que, la segunda opcion (lado
derecho de la ecuacidn), es una utilidad esperada. Si ambos lados se igualan, al duefio del bien, le
es indiferente asegurarse o no. Como mencionamos en parrafos anteriores, si el asegurador no
dispone de una subvencioén en caso de que la pérdida sea mayor a la pérdida esperada, la com-
pafiia correria el riesgo de quebrar, por lo tanto, el asegurador debe cobrar una prima superior a
las pérdidas esperadas para evitar sus pérdidas por desviaciones de siniestralidad.

Un decisor se supone adverso al riesgo y, por lo tanto, estaria dispuesto a pagar una cantidad
superior a su pérdida esperada. Para evitar ese riesgo, si:

U(r — P) > E[U(r — §)] (1.2)

La expresion 1.2 quiere decir que, al fin del dia, la utilidad que le proporciona el aseguramien-
to es mayor a la utilidad esperada de no asegurarse y asumir el riesgo con recursos propios.

Por lo ultimo, el asegurado serad propenso si:

Ur — P) <E[U@r — )] (13)

La ecuacién 1.3 explica el comportamiento de los decisores que no estan dispuestos a asegu-
rar ya que la utilidad que le proporciona el aseguramiento es menor que la utilidad esperada de
no asegurar.



Hasta este punto, hemos analizado el comportamiento del asegurado, pero, ;Qué hay del ase-
gurador?

Sea Up (ra), una funcién de utilidad genérica del asegurador y rp los recursos monetarios
actuales del asegurador, entonces, la prima aceptable minima m, para cubrir pérdida aleatoria
¢, desde el punto de vista del asegurador se la puede obtener mediante la expresion siguiente:

Upg(ry) = E[Uy(rg + = §)] (1.4)

Donde el primer miembro de la ecuacién 1.4 es la utilidad asociada a la situacién actual del
asegurador y el segundo miembro es la utilidad esperada asociada a la prima bruta my a hacerse
cargo de la pérdida aleatoria §, es decir, el asegurador se mostraria indiferente entre la situacion
actual y de cubrir unas posibles pérdidas § mediante el cobro de una prima T

Puesto que, el asegurador es adverso al riesgo, se tendra que la utilidad esperada es menor o
igual a la utilidad deseada:

Ug(ra) = E[U4(ra + Tt =] < Uy(ry + 1 — 1) (L.5)
Donde se podria concluir que T=>p

Por otra parte, sabemos que la funcién de utilidad esta basada en las preferencias del decisor
y, puesto que, un asegurador puede ser una asociacion, empresa, etc. La determinacién de la
funcion de utilidad del asegurador Ua (ra) es una cuestidn bastante complicada en la practica.

Nota importante: La aplicacion del calculo de probabilidades requiere, esencialmente, que
los mecanismos subyacentes en una situacién de incertidumbre, permanezcan inalterados du-
rante el periodo en que va a utilizarse. Si se toma un grupo relativamente grande de personas
de la misma edad, puede afirmarse que, en el transcurso de un afio, se registrara un ntimero de-
terminado de fallecidos de dicho grupo, debido al fenémeno demografico de la mortalidad que
actia de manera inexorable sobre los seres humanos. Si el mecanismo de mortalidad permanece
constante, es decir, las condiciones de tipo geografico, de salud, y bienestar de la poblacién no se
modifican, puede decirse que las afirmaciones probabilisticas sobre un comportamiento futuro
tienen una precisién adecuada y ademas el riesgo de equivocarse esta controlado. La misma
afirmacién se podria decir sobre los demas ramos de seguros. Lo esencial es que se trabaje con
grupos de personas u objetos que tengan un riesgo homogéneo y que este no se modifique en el
transcurso del tiempo; caso contrario, si, por ejemplo, aparece una epidemia imprevista, varia-
rian los patrones de mortalidad y ya no seria posible mantener la validez de las mismas afirma-
ciones probabilisticas a cerca del grupo de estudio.
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Conclusion: Los diferentes grupos en observacion son iguales en cuanto a la influencia de la
mortalidad.

Ejemplo

Supongamos que la funcién de utilidad del propietario es U(r) =Vr. El decisor dispone de
unos recursos r =20u.m. y se enfrenta con una posible pérdida aleatoria de estos recursos & con
distribucién uniforme en [0,20]. Se pide determinar la cantidad maxima que estaria dispuesto a
pagar el decisor por un seguro que le cubra la posible pérdida.

U(r) =+r
U(r—-P) =EUy(r—¢))
V=P =E(Jr—¢§)

V20— P =f %,fzn —Ed§

1 20
V20-P = ﬁ,[] (20 — &)Y2 d¥

0 1 (20 —-0)3%?
20 3
2

1 (20 —0)3?
V20— =53
2
P=1111

La prima maxima que estara dispuesto a pagar el propietario de un bien es $11.11.

1.7. Ejercicios propuestos

1. Juan Martinez desea asegurar el patrimonio de que dispone: 1 Vehiculo BMW afio 2008,
la fecha actual es 16 de mayo de 2016, el valor comercial del vehiculo es de $100.000. Para
obtener la cobertura por 1 afio, el asegurador se llama Deltha Seguros.



Basandose en los datos dados anteriormente: Diferenciar los datos esenciales de una poéliza
de seguros. (Base su respuesta en el articulo 2 del Decreto Supremo 1147).

2. ;Cudl serd el precio realmente justo de cada uno de los siguientes juegos?
a. Ganar $2.000 con una probabilidad del 50% o perder $2.000 con probabilidad del 50%
b. Ganar $2.000 con probabilidad del 60% o perder $2.000 con probabilidad del 40%

c. Ganar $2.000 con probabilidad del 70%, perder $4.000 con la probabilidad del 20% o
perder $10.000 con probabilidad del 10%.

3. ElSefior X tiene una riqueza inicial de $5.000, y va a apostar $20 a que su equipo ganara el
campeonato, en tal caso, recibird un premio de $200. El Sr. X tiene una funcién de utilidad del
dinero logaritmica U(w)=Ln(w), donde w es la riqueza final. ;Con al menos cuanta probabi-
lidad debe pensar el Sr. X que su equipo ganara el campeonato? ;Si el premio fuera de $400?
¢Si el premio fuera de $40? Sacar una conclusion.

4. Un agricultor tiene una funcion logaritmica del dinero de U(w)=Ln(w), donde w es la ri-
queza final. La riqueza inicial del agricultor es $25.000, y planea comprar semillas genética-
mente modificadas para resistir plagas. Los ingresos seran de $80.000 si llueve y $5.000 si no
llueve. La probabilidad de lluvia es 50%, y el costo de inversion de semillas es de $20.000. Si
no invierte en semillas los ingresos serdn de $40.000 si llueve, y $5.000 si no llueve. ;Le inte-
resa llevar adelante el proyecto? ;A partir de que probabilidad de lluvia invertir es preferible
a no invertir?

5. La funcién de utilidad de un tomador de decisiones viene dada por u(w)=-e>¥ El toma-
dor de decisiones tiene dos perspectivas econdmicas disponibles al azar. El resultado de la
primera se representa por X, que tiene una distribucién normal con media 5 y varianza 2,
esto se representara asi: N(u,02). La segunda perspectiva representada por Y, se distribuye
N(6,2.5). ;Cual prospecto sera el preferido?

6. Si la funcién de utilidad de una persona viene dada por (r)=Vr, esta persona tiene una
riqueza igual a 10 u.m, y se enfrenta a una posible pérdida aleatoria &, con distribucién de
probabilidad uniforme en (0,10). Determinar la cantidad maxima que estaria dispuesto a
pagar la persona por un seguro.

7. Una persona tiene una funcién de utilidad U(r)=-e”, siendo § una variable aleatoria de
Bernoullj, el decisor esta dispuesto a pagar una prima P1 para asegurarse contra una pérdida
de 1 u.m.,, en donde la probabilidad de pérdida es P. ;Cual es la cantidad maxima que estaria
dispuesto a pagar el decisor por el seguro?

8. Supongamos que la funcidn de utilidad de una persona es U(r)=-

a. Lapersona estd tratando de pagar una cantidad P1 para asegurarse contra una pérdida de
1 u.m., donde p es la probabilidad de pérdida.

b. Lapersona esta tratando de pagar una cantidad P2 para asegurarse contra una pérdida de
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1 u.m,, donde (1- p) es la probabilidad de pérdida.

c. Lapersona estd tratando de pagar una cantidad P3 para asegurarse contra una pérdida de
1 u.m., donde 0,5 es la probabilidad de pérdida.

Se pide indicar cudl de las siguientes expresiones es verdadera.
ei+elz=e+1

P=Ln(e+1)

Ln(e® +ef2) =Py =ILn2

9. Un tomador de decisiones dispone de unos recursos de 200u.m. y su funcién de utilidad
viene dada por U(r)=Ln r, donde r es la riqueza final y enfrenta a una pérdida aleatoria expre-
sada de la siguiente forma:

Tabla 6. Probabilidad de pérdida aleatoria

Pérdida Probabilidad
0 0,50
50 0,25
100 0,25

Se pide determinar la prima maxima que el decisor estara dispuesto a pagar para concertar
el seguro que cubra la pérdida.

10. Dos personas ( Ay B) tienen la misma funcién de utilidad: U(r)=vr

A dispone de 10 u.m. y se enfrenta a una pérdida aleatoria uniformemente distribuida en el
intervalo (0,10).

B dispone de 20 u.m. y se enfrenta a una pérdida aleatoria uniformemente distribuida en el
intervalo (0,20).

Se pide determinar: La cantidad maxima (X) que A estaria dispuesto a pagar por un seguro, y
la cantidad maxima (Y) que B estaria dispuesto a pagar por un seguro. Determinar Y-X.



11. Un tomador de decisiones tiene la siguiente funcién de utilidad:

Uw)=w—0,01lw?w < 50

El tomador de decisiones podria mantener su riqueza w, con probabilidad p, o sufrir una pér-
dida de cantidad c, con la probabilidad de (1-p). Los valores de w, c y p se muestran en la tabla
a continuacion:

Tabla 7. Probabilidad de riqueza y pérdida

Riqueza Pérdida Probabilidad
10 10 0,50
20 10 0,50

Encontrar la prima maxima que el tomador de decisiones estaria dispuesto a pagar por un
seguro, asuma que csw<50.

12. Unasegurador dispone de unos recursos de 1 u.m. y una funcién de utilidad U(r)=-e™. El
asegurador pagara todo el montante de la pérdida aleatoria que se distribuye uniformemente
en el intervalo (0,1). Determinar la prima minima aceptable para esta cobertura.
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Capitulo 2

Variables aleatorias relacionadas con la viday
tablas de mortalidad

Antes de ver las variables aleatorias relacionadas con la vida y las tablas de mortalidad, ana-
lizaremos algunos conceptos clave.

2.1. Clasificacion de los seguros

A continuacién, exponemos los ramos mas importantes de la industria de seguros en el Ecua-
dor:

Figura 21. Clasificacion de los seguros

y
[ De vida ] [ Incendiov lilneas aliadas ]
|

! [ Lucro cesante ]
[ Asistencia médica ] |

| Riesgos técnicos
[ Accidentes personales ] '
| ResponsabilidadCivil |

Vehiculos
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Cada rama de seguros es diferente, desde la gestion operativa de los aspectos comerciales,
hasta el calculo de la prima que refleje el principio de equivalencia financiero- actuarial. En este
texto, analizaremos actuarialmente los seguros de vida.

2.2. Contrato de seguros o poéliza de seguros

El contrato de seguros es un convenio o contrato entre dos partes: la compaiiia de seguros y
el asegurado, en el que se establece que el asegurador se compromete a cubrir econémicamente
al asegurado, dentro de los limites convenidos, cuando se presente un siniestro (robo, incendio,
fallecimiento, etc.), durante la vigencia del contrato (p6liza). Como contrapartida, el asegurado
se compromete a pagar una prima al asegurador.

Para Diz (2013), la p6liza tiene dos caracteristicas importantes:
Es la prueba de que el contrato existe

Es la normativa que regula la relacién entre los contratantes.

2.3. Caracteristicas de un contrato de seguros

Segtn el Decreto Supremo 1147, legislacidn sobre el contrato de seguros, publicado en 1963,
el Contrato de Seguros es por naturaleza:

Bilateral: Obligacion recifproca entre asegurado y asegurador.
Oneroso: Las partes reciben una utilidad de proteger el bien; el uno,
/ una utilidad en términos psicolégicos y, el otro, por recibir la prima.
Principal: no depende de otro acto para su validacién, sin depender
_ ——» deningin contrato existente. No asi en fianzas.

~_,  Conmutativo: La prima que paga quien contrata el seguro esta
perfectamente compensada, por la proteccion y tranquilidad que

Esaleatorio: Se desconoce si suresultado va a presentar ganancias o
pérdidas.
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2.4. Variables aleatorias relacionadas con la vida

En el caso de seguros de vida la variable aleatoria es la edad de muerte o fallecimiento y su-
pervivencia. La muerte no es riesgo, porque es cierta, pero no se sabe cuando llegara, eso es el
riesgo, en donde el interés asegurable es el interés econdmico de los beneficiarios de la p6liza
de seguro de vida.

Si medimos la edad de muerte o fallecimiento en afios cumplidos estamos hablando de una
variable discreta, no asi si la edad de muerte, la medimos como un punto en el tiempo. En este
caso, sera una variable continua, que como mencionamos en el capitulo 0, se asocia con una
distribucion de densidad f(x), que puede tomar un valor en cualquier intervalo. En matematicay
calculo actuarial, la variable aleatoria es la edad de fallecimiento o supervivencia de una persona
o grupo de personas. Consideremos un ejemplo en donde la edad de fallecimiento es nuestra
variable aleatoria y esta representada por &.

El niimero de afios de supervivencia de una persona es la variable aleatoria; si se sabe que
la edad maxima que alcanzan las personas es de 100 afios, entonces, la variable aleatoria puede
tomar diferentes valores (&) entre [0,100]. En sentido practico, que la variable aleatoria tome un
valor especifico como 75,857534 afios es remota, por lo tanto, resulta mas significativo encon-
trar la probabilidad de ocurrencia del evento en un intervalo especifico por ejemplo entre 0 y
30. Es decir, 0< & <30.

Como conclusion:

Cuando la longitud del intervalo tiende a 0, la probabilidad de que § tome un valor dentro de
ese intervalo también tiende a 0; la probabilidad de que § tome un valor en particular es 0. La
probabilidad de que € pertenezca a algiin intervalo no se ve afectada si uno de los dos extremos
del intervalo esta incluido o excluido.

Ejemplo

p < 15) =p(§ <15) +p(§ = 15)
=p(<15)+0

= p(¢ < 15)

Las probabilidades asociadas con las variables aleatorias continuas se pueden presentar gra-
ficamente de la siguiente manera:

p2=<&<5)=p(E<éi<h)
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Se puede hacer un grafico mediante la funcién y=f(x), tal que el area bajo este grafico entre
las rectas £ =2 y § =5, represente la probabilidad que € asuma un valor entre 2 y 5. Esta 4rea esta
definida por la integral:

5
p2=<é< 5)=Lf{x)dx

Esta es la funcién de densidad de probabilidad de € y define la distribucién de &, dado que las
probabilidades no son negativas, entonces, f(x)=0, y -a<i<+a=1

Al final, lo que se trata es de estimar el patrén de mortalidad de un grupo de personas. Para
esto, una herramienta basica es la tabla de vida (que la desarrollaremos mas adelante); por el
momento, veremos algunos conceptos fundamentales para el calculo actuarial.

2.5. Funcion de distribucion de la variable edad de fallecimiento.

Antes de entrar a desarrollar calculos de primas de seguros es necesario desarrollar algunos
conceptos para usar la distribucion del tiempo de supervivencia y la distribucién que correspon-
de a las variables aleatorias, asociadas a la edad de fallecimiento/quiebra de un recién nacido o
de una empresa creada.

Six es la edad de una persona en un momento determinado, en donde X puede tomar valores
entre 0 y el limite superior de supervivencia w.

Figura 22. Distribucién del tiempo de supervivencia

Sea € la variable aleatoria relacionada con la edad de fallecimiento/quiebra de un recién na-
cido o empresa recién creada y F(x) es la funcién de distribucién de la variable §, por lo tanto:

Fx)=P(<x);,x>0 (2.1)



Figura 23. Distribucidén de la probabilidad de fallecimiento

--------------------------

Por tanto, la funciéon de distribucion de x, F(x), es la probabilidad de que la variable aleatoria
¢ tome valores menores o iguales a x.

Por ejemplo: F (10) = Probabilidad que la variable aleatoria § tome valores menores o iguales
a 10, en otras palabras: P(§<10).

En el contexto de nuestro libro es la probabilidad que la edad de fallecimiento de un recién
nacido sea menor o igual a 10.

Ejemplo

Plantee el siguiente ejercicio: Probabilidad de fallecimiento de un recién nacido entre 15y
20 afios.

P(15 < £ < 20)
F(20) = P(¢ < 20)
F(15) = P(¢ < 15)

F(20) — F(15)
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Figura 24. Probabilidad de la variable aleatoria con valores menores o iguales a x

En teoria estadistica:

yl_lp]i[lm F(x)=0
Jim F@ =1

En conclusion, la funcién de distribucion de la variable edad de fallecimiento de un recién
nacido tiene tres propiedades:

¢ Escreciente: A medida que aumenta la edad, la probabilidad que la edad de fallecimiento
de una persona de edad x sea mayor que esa edad es mayor; es decir, la probabilidad que un
recién nacido fallezca a determinada edad aumenta conforme avanza la edad.

¢ F(0) = 0: La probabilidad que un recién nacido fallezca a esa edad es cero (en el modelo
no existen abortos).

e F (w) = 1: La probabilidad que la edad de fallecimiento de un recién nacido sea menor o
igual al limite superior de supervivencia es 1.

2.6. Funcion de supervivencia

Siguiendo con la cadena de nuestro andlisis, si F(x) es la probabilidad que la variable alea-
toria tome valores menores o iguales a x, definimos la funcién de supervivencia de la siguiente
manera:

S(x) =1-F(x) 2.2)
S(x)=1-P{E <x) (2.3)



Que se interpreta como la probabilidad de que sobreviva después de x afios o la probabilidad
que un recién nacido llegue con vida a la edad x.

Por lo tanto:

SM=1 y Sw)=0

En este sentido:

tim 5 = 0

Ll_lﬂ s(x)=1

En conclusion, la funcién de supervivencia tiene tres propiedades:

e Es decreciente: es una funcién decreciente; es decir, a medida que aumenta la edad, la
probabilidad de que la edad de fallecimiento de X, sea mayor que esa edad sed hace menor.
Es decir, la probabilidad que un recién nacido llegue con vida a una determinada edad cae
conforme se avanza en la edad.

e S (0) =1: La probabilidad que una persona fallezca después de nacer es 1 (en el modelo
no existen abortos).

e S(w)=0 si w es la edad en el que ninguna persona puede sobrevivir, la probabilidad que
sobreviva después de esa edad es 0.

Ejemplo

Grafique y exprese en funcién de distribucién y en funcién de supervivencia, ;Cual es la pro-
babilidad de que un recién nacido fallezca entre la edad x y y?, donde y>x.

En funcién de distribucién:
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Figura 25. Diferencia entre funciones de distribucion

7777777777777777777777777777777777

Es mas probable que fallezca el recién nacido en y que en x. F (y)-F(x)

En funcién de supervivencia:

Figura 26. Diferencia entre funciones de supervivencia

__________________________________

Es mas probable que el recién nacido cumpla x afios que y afios. S(x)-S(y)

2.7.Ley del complemento

Se refiere que el S(x) y F(x) son complementos; graficamente lo podemos ver a continuacién:



Figura 27. Complemento entre la funcién de supervivencia y de distribucion

__________________________________

__________________________________

S(x) +F(x)=1

Por tanto:

S(x)=1-F(x)

F(x)=1-5(x)

Ejemplo

Determinar

S(30)-5(90)

En términos de funcién de distribucién:
5(30) — $(90)

=1 - F(30) — (1 — F(90))

= —F(30) + F(90)

= F(90) — F(30)

Lo anterior significa que la probabilidad de que un recién nacido fallezca entre los 30 y 90
afios viene dado por:

5(30) — 5(90) o F(90) — F(30).
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Por lo tanto, generalizando:

Pxs${=sy)=5x) —-SO0oF() —FX)

Si la expresion anterior es la probabilidad de que un recién nacido fallezca entre las edades X
y 'Y, ;cudl serd la probabilidad de fallecimiento condicionada a que tiene ya X afios?

La solucién a esta pregunta se plantea a continuacion:

Px=<é<y)
Pr=¢=y>x) =35
_ F(y)-F(x) PP _ S(x)-s(y)
=r@ Otambién: = o

2.8. Tiempo futuro de supervivencia

Sea x la edad de una persona, el tiempo futuro de supervivencia de una persona de edad x es:

T(x)=§—x (2.4)

Es decir, el tiempo futuro de supervivencia es lo que le queda por vivir a la persona de edad
x. donde € es la edad de fallecimiento, al no conocer con certeza &, lo maximo que podemos hacer
es estimar las probabilidades de que T(x), sea mayor o menor o igual a un valor t.

En el campo discreto, se representa como K(x) y se denomina tiempo de vida abreviado; di-
cho de otra manera, presenta el nimero de afios completos de supervivencia. En donde:

P(k(x) =k) = P(k <T(x) <k +1) (2.5)

kPx = kPx= k+1Q9x — k(x
Nomenclatura general

.4, = Probabilidad de que una persona de edad x fallezca dentro de t afios; es decir, la proba-
bilidad de que una persona de x afios fallezca antes de la edad x + t.



tQx =P(T(x) =t)t=0

_ P(xsfsx+t)
tx=Px<{<x+t|{>x)= TN
— F{x+t)—F(x) — s(x)-s(x+t) (2.6)

1-F(x) s(x)

. tPx =Probabilidad de que una persona de edad x llegue con vida la edad x + t o sobreviva
t afios mas.

Py =P(T(x) >t

Px=1-1(x
P=1-— s(x}s—;:]xﬂ}
s(x)=[s(x)—s(x+t)]
Px= T
P= 0 @7)

. t/ndx = Probabilidad de que una persona de x afios llegue con vida a la edad x + ty que
fallezca después de n afios.

ynQx =P(t <T(x) <n)

_S(x+t)-s(x+t+n)
anx = SI:A‘,'}

2.8)

También se lo puede expresar de la siguiente manera:

tn{x = t+n{x = t{x

_ S{x)—s(x+c+n) _ s(x)—s(x+t)

ol =T 5(x)
= s(x+t)—s(x+t+n)
vntlx o)
s(x4t)

Si se multiplica por St de tal manera que no se altera la ecuaciéon quedara:
x4t

s{x+t)-s(x+t+n) s(x+t) __ * _
) * prows =P n{x+t = yn{x
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Ejemplo
Utilizando la funcién de supervivencia s(x) =1 — X

BO

¢ Hallar la probabilidad de que una persona de 25 afios sobreviva 10 afios mas.

35
_5(35)_1-5;_0.5625 _
10P2s 5(25) 1.% 0,5375_0'8181

¢ Hallar la probabilidad de que una persona de 30 afios fallezca dentro de 5 afios.

30 35
5(30)-5(35) 15~ (1-5)_0625-0.5625 _

5: $(30) 1-% 0.625

0.1

¢ Hallar la probabilidad de que una persona de 30 afios, llegue con vida ala edad 40 y fallez-
ca dentro de los préximos 5 afios.

40 4
_.5‘(40)-5(45]_1--(1-3—5,)_0.5{1-0.43?5 —0.1
10/5930 5(30) 1-% 0625

2.12. Esperanza de vida abreviada e, y completa eg

Esperanza de vida abreviada ey
;Cudnto se espera que viva una persona de edad x?

Sabemos que hay mucha variedad en el futuro del grupo de individuos de la misma edad;
unos vivirdn mas, otros menos, por lo que podriamos calcular la vida futura total de todos los in-
dividuos, dividiendo por el nimero de personas del grupo original; como resultado tendriamos
una estimacion promedio deseada.

Cuando abrimos un estudio demogréfico, periédicos o almanaques, al referirse a la esperanza
de vida, hablan de la esperanza de vida de un recién nacido, lo cual, es algo limitado. A continua-
cion, calcularemos la esperanza de vida para una persona de cualquier edad.



Ejemplo

Tomemos tres personas de 60 afos, suponga que uno fallece a los 62, otro a los 72 % y el
tercero alos 91 %

360=[52—&u]+(72.25—6DJ+(91.25—60}
3

e 2+12.25+31.25
60=f

€60=15.16 ANOS

En féormula, la esperanza de vida abreviada a la edad x quedaria:

w-k-1 w=k-1

I
e, = Z 7= Z kPx 2.9)
x k=1

k=1

La palabra abreviada significa reducida o truncada, ya que mide solamente los afios futuros
de vida, sin contar la fraccién del afio vivida en el afio de fallecimiento.

A la esperanza de vida abreviada, la podemos escribir también de la siguiente manera:

e, =Px+2Px+3Px+-.......w—x—1Px

Esperanza de vida completa e?

1

Siguiendo con el ejemplo anterior y aplicando este concepto, el tiempo de vida futuro para
la segunda persona serd 12 afos y para la tercera persona sera 31 afios, por lo que es necesario
realizar un ajuste:

o 1

edo = 12.66 afios
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Esta se llama esperanza de vida completa.

Desde el punto de vista continuo, la esperanza de vida completa se expresa de la siguiente
manera:

el = E[T(x)] (2.11)
Donde:
T(x)=Tiempo futuro de supervivencia.
Recordando que:
T = [3 Lesedt (2.12)
Se tiene que:
0_ L

e, = L

(2.13)

Esperanza de vida temporal ey,

Podriamos estar interesados en el promedio de duraciéon de vida durante los préximos n
afios, siendo n una duracion fija; a esto lo llamaremos esperanza de vida temporal y es igual a:

n I n
k
€xn = Z = Z kPx 2.14)

Esta expresion, nos da el nimero total esperado de afios vividos durante los préximos n afios
de un grupo de personas de edad x.




2.13. Modelos de supervivencia/quiebra. Tablas mortalidad

Para el trabajo del actuario, en el campo del seguro de vida, el objetivo es estimar la mortali-
dad a través de un patrén exhibido en un grupo de personas, observando una generacién desde
el nacimiento hasta la muerte de la dltima persona de la generacién (Promislow, 2015).

En la tabla de mortalidad se cuantifica: El nimero de sobrevivientes (Ix), el nimero de falle-
cidos (dx), las probabilidades de supervivencia (Px) y fallecimiento (qx). Todas estas variables
medidas por sexo, edad o incluso por habitos como, por ejemplo, si son o no fumadores, por
tanto, una tabla de mortalidad es una tabulacién de Ix y dx, donde x es un entero no negativo
que representa la edad de la persona. La tabla terminard a cierta edad representada como w, que
significa el limite superior de supervivencia, que es la edad en la que todo el grupo observado
habra fallecido. El valor de w puede ser de 100 afios como en nuestro caso.

Nomenclatura general.

Si se sabe que Iy es el nimero de sobrevivientes a la edad x, esto quedara determinado por:

e =1l *s(x)

Donde:

e lp = Numero de recién nacidos, en donde cada edad de fallecimiento tiene asociada una
probabilidad y una determinada distribucién de supervivencia.

° s(x)= :_*; que es la probabilidad de que un recién nacido sobreviva a la edad x.
0

La tabla terminara a una cierta edad representada como w, tal que lw= 0

Partiendo de las expresiones 2.6, 2.7 y 2.8 calcularemos las probabilidades de supervivencia
y fallecimiento en términos del nimero de sobrevivientes:

P SEHO Lo

S(x) Ly
_S)=S(ret) | Le=lyy
=T T o

S(x+t)=S(x+t+n) _ Lerr—lysren
= 5(x) - ™
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El simbolo dy es el nimero de fallecimientos en la edad x, donde:

dy = Ly — lyyn

También se lo puede expresar de la siguiente manera:
de = Ly * gy

Por tanto, si al nimero de sobrevivientes a la edad x, le restamos el nimero de fallecidos a esa
misma edad, tendremos el nimero de sobrevivientes a la edad x+1:

leyr =1 —dy

En la practica es importante separar las tablas de vida masculina de la femenina, de un fu-
mador y no fumador. Se debe considerar que la elecciéon de una tabla apropiada es una tarea
importante. Hay veces que en la practica se utiliza un método muy simple llamado muiltiplos de
mortalidad estdndar, es decir, construyen muchas tablas partiendo de la estandar; por ejemplo,
se podria decir que para ciertos riesgos la mortalidad es 150% de la mortalidad estandar, para
lo cual, se multiplica por 1,5 a la probabilidad de fallecimiento q_estandar.

2.14. Tanto instantaneo

Sabiendo que gx es la probabilidad anual de fallecimiento, la intensidad de fallecimiento va-
ria en cada momento y, por lo tanto, es necesario disponer de alguna forma de medir la variaciéon
instantanea, es decir:

ﬂmu mx=P(x <& <x+AX/& > x)

. Plx<f<x+AX/E>x), 1
dlzl'Tu Ax 5(x)

Usando la funcién de distribucion F(x) y la definicién de probabilidad condicional se tiene la
fuerza de mortalidad:

, [F(x+ﬂx)—F{x} X 1

Ax30 Ax s(x)



En donde:

. |F(x+ Ax) — F(x)
aﬂu Ax

Esla definicién de la derivada de F(x), que esla funcién de densidad f(x), por lo tanto, se tiene

que la fuerza de mortalidad es:

_F®_f@_ s _ 5 I
¥ osx) S 5(x) 53 Ix

(2.15)

La fuerza de mortalidad indica la probabilidad de fallecer a cierta edad, bajo la condicion
que la persona ya llegé con vida a esa edad; es decir, la probabilidad que una persona de edad x

fallezca en un intervalo de tiempo infinitesimal.

Por lo tanto, no hay que confundir la f(x) con py, la primera es una funcién de probabi-
lidad no condicional, mientras que, la fuerza de mortalidad necesita la condicion que el

individuo ya llegé con vida a la edad evaluada.

Ejemplo

Supongamos que la edad de fallecimiento es una variable X, con funcién de densidad

100 — x
fx)y={ 5000

para0 < x <100

0 enelrestodelos casos

Su funcién de distribucién se obtiene:
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F 0ot jxlooo tdt = = 1008 -5
= = — = * —_—
@ =] 5000 5000 J, 5000 2

(x+t)[200—(x+t)] x(200-x) 2.15
¢ x_F(X‘l‘f)—F(X) — 10000 10000 ( )
q 1-F(X) 1_x(200—x}
10000
200t—2xt—t?

tgx=—7-"77-""—
q 10000-200x+x2

Si derivamos el numerador con respecto a t:

200 —2x -2t
1000 — 200x + x2

Se obtiene el tanto instantaneo calculando dicha derivada en el punto t=0:

200 — 2x
1000 — 200x + x2

Si reemplazamos para x = 25, la fuerza de mortalidad es de 0,025. Esto quiere decir que la
probabilidad de fallecimiento temporal arranca creciendo con una pendiente de 0,025 cada afo.

El gréfico de la fuerza de mortalidad se muestra a continuacién:

Figura 28. Fuerza de mortalidad
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Si integramos entre 0 y x la fuerza de mortalidad para obtener la funcién de distribucién en
funcion de py:

r.u dy = rif(y} dy

0 Y 0o 1— F(y)

Resolviendo por sustitucion:
H=1-F(y)

dH

o =F

Despejando dy quedara:

Por lo tanto, la integral quedara:

f:fg} i _;«g)

Sabiendo que la funcién de distribucién es igual a la derivada de la funcién de distribucidn,
la integral quedara:

IX1 x 1
Zx—dH = —j —dH
DH DH

~Lnlt - FO)I 3

—In[1-F(x)]-0
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Por tanto:

[[ myy = ~ini1 - £ o
— Iy rydy = Ln[1 - F (x)]
e hm® =1 _ F(x)
0 lo que es lo mismo:
e~ hotydy — 5(x) = tPo
Por lo tanto:

Fx)=1—e Jotrdy

tPx= e_.r:+tf‘)’dy
th = 1 —_ e_-r:-'{ﬂ)'dy
Para el calculo en la tabla de mortalidad:

1
By =5 (Inly_q) = Lnl(yyq))

Deducciones adicionales

(2.16)

2.17)
(2.18)

(2.19)

(2.20)

Al observar P(T(x)<t), corresponde a la funcién de distribucién de T(x), por lo que al deri-
varla obtendremos la funcién de densidad de probabilidad de T(x) que llamaremos g (t), el cual,
indica la probabilidad que una persona de edad x, le queden exactamente t afios de vida.

Es decir:



g(t) =P[T(x) =t]

d(tgx)
gt)=——

d S+t) d (Sx+r) 1d
90 =5 (1 S ) - Sw ) Sedt [Scevo)]

5 x+)
ty = ——— 2.22
g(t) Seo (222)

. . T Sex+)
Si a la expresi6n 2.22 multiplicamos por Seesty tendremos

_San & Sai

ty =
9 Sy Seedn)

Reordenando

Spert) 5 S xe4t)
S(x) Stae+t)

g) =
g(t) = tPx pyy,

Esto indica la probabilidad de que una persona de x anos esté viva a la edad x+t y que fallezca
instantidneamente entre las edades x+t y x+At, en donde At tiende a cero.

2.15. Distribuciones de duraciones de vida

La distribucion exponencial es la distribucion mas usada de las continuas; esta estrechamen-
te relacionada con una distribucion de Poisson; mientras la ultima describe el niimero de veces
que ocurre un evento en un determinado intervalo de tiempo, la distribucién exponencial se
utiliza para describir el tiempo entre la ocurrencia de los eventos independientes que ocurren
a una tasa promedio constante o hasta completar la tarea (Pefia, 2001). Puede tomar cualquier
valor positivo no acotado. Esta distribucién se usa para modelar la duracién (vida, animales,
componentes fisicos, etc.); en nuestro caso, supondremos que la variable de interés es la dura-
cién de vida.

Una forma de caracterizar estas distribuciones es por la funcién que proporciona la proba-
bilidad de fallecimiento en cada instante para los elementos que han sobrevivido hasta dicho
instante.
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Sea f(t) la funcién de densidad de una variable aleatoria continua positiva (0,a), la proba-
bilidad de fallecimiento en el intervalo (t,, to+Ax), para todos los elementos que han vivido t,
resulta de aplicar la definicién de probabilidad condicionada:

Plto<f<to+Ax)

P(to <§ <to+At/§>t)) == —~

(2.65)

Ya que la probabilidad conjunta de los sucesos §>t, y to<§<t,+At coincide con la probabilidad
del segundo. Llamamos F(t,) a la funcién de distribucién de la variable en t:

f(to)At

P(to<§<to+ﬁx/§>to)=1_F(t)

En el limite se define como la tasa de fallo o fuerza de mortalidad

[y px dt = %dx =—In(1-F(x)|} = —In (1 - F(t)) (2.66)
Y llamando:
y(®) = f, A(x)dx (2.67)

La distribucién exponencial se caracteriza por una fuerza de mortalidad constante: la pro-
babilidad de fallecimiento en cualquier intervalo no depende de la vida anterior. Resulta, por lo
tanto, adecuada para describir la aparicién de muertes al azar, no debida al desgaste o deterioro
(Pefia, 2001).

Si suponemos que la fuerza de mortalidad es del tipo:

wx = ht¢1 (2.68)

Tendremos que la fuerza de mortalidad aumentara con el tiempo si c>1 sera constante (dis-
tribucién exponencial) si c=1 y disminuira si c<, entonces, la funciéon de densidad sera:

F(x) = ht*texp {‘%*C} (2.69)



Esto se conoce como distribucion de Weibull.

La siguiente tabla recoge las probabilidades de muerte y fuerzas de mortalidad de un deter-
minado pais, en cierto afio. Las probabilidades anuales de muerte por grupos de edad se han
obtenido dividiendo el numero de fallecimientos de cada grupo de edad para poblacién de dicho
grupo de edad. La tasa de mortalidad o fuerza de mortalidad se obtiene dividiendo el nimero
de fallecidos de ese grupo de edades en un afio por el nimero de personas con edad superior o
igual al grupo considerado.

Tabla 8. Probabilidades de muerte y fuerza de mortalidad

Clases (polfl::is(f))n en Defunciones Pro.b a.bilidad de Fu?rza de
miles) fallecimiento * 1000  mortalidad * 1000
Menores a 5 afios 3075 6584 2.14 0.175
5-9 aflos 3308 896 0.27 0.026
10-14 afios 3302 869 0.26 0.028
15 - 24 afios 6205 4161 0.67 0.149
25 - 34 afos 4993 4432 0.89 0.203
35 - 44 afos 4302 6860 1.59 0.408
45- 54 afios 4626 18107 391 1.449
55- 64 afios 3634 37081 10.20 4.71
65 0 mas afios 4237 223579 52.76 52.755
Total 37683 302579

Si graficamos la evolucién de la tasa de mortalidad, veremos que refleja tres tramos muy
diferenciados:

Un primer tramo, la tasa de mortalidad es decreciente, que es explicada por la alta mortalidad
relativa en el parto (Weibull c<1).

Un tramo de mortalidad constante, hasta la adolescencia (exponencial).

Un crecimiento exponencial de la mortalidad desde entonces. Puede representarse por una
distribucion de fuerza de mortalidad:

ux = ket (2.70)

Que crezca exponencialmente con el tiempo, con lo que la distribucidn resultante para ese
tramo es:
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f(x) = kePtexp {5 et + 7} (2.71)

Se conoce como distribuciéon de Gompertz. Esta proporciona una descripcion bastante preci-
sa de la duracién de la vida humana después de los 20 afios.

La distribucién de Gompertz se usa para modelar curvas acotadas, son conocidas por su for-
ma de S o sigmoidales, pues, son mondtonas y presentan un punto de inflexiéon, donde la curva
cambia su forma de céncava a convexa. Gompertz mostrd una curva asociada al modelo de la ley
de mortalidad humana y la expresé como una doble exponencial; la curva de Gompertz mues-
tra un mejor ajuste en patrones de mortalidad para adultos. En adultos jovenes se observa que
a menos que se encuentren factores externos, ajenos a la ley de vida, la tasa de mortalidad de
estos permanece o crece a una tasa constante. La desaceleracion de la mortalidad representa un
menor riesgo de muerte, como en el caso de jovenes adultos, en un principio la tasa de riesgo
deja de aumentar con el tiempo, luego procede a una velocidad constante, produciendo un de-
caimiento exponencial.

La distribuciéon de Gompertz tiene densidad de probabilidad con un parametro a y otro en
forma de b llamado asi dado que indica la forma de distribucidn.

La funcién de densidad de Gompertz viene dada por:

F(x) = ae? 51 2.72)

En aplicaciones actuariales o demograficas, x representa la edad (que no puede ser negativa),
haciendo que el soporte sea (0,, y la funcién de distribucién viene dada:

F(x)=1- e'%(ebx‘l) (2.73)

2.16. Fuerza de mortalidad de gompertz

Partiendo de la funcién de distribucién de Gompertz:
F(x) =1—e5@™D (2.74)

Sabemos que:



tPx=S@)t=1—-F()t (2.75)

Es claro que:

dtPx _ d(1-F(x)t)
at ~  dt (2.76)
d _Zebt_
= e (2.77)
= —qelt-5e™-D (2.78)

Asi la fuerza de mortalidad de Gompertz queda:

—d " _ pbxayb>0 (2.79)

La funcién de supervivencia de Gompertz vienen dada por:

Le=lo—2x=1(1-3) (2.83)
2.17. Eleccion de tablas de mortalidad

Las tablas varian en funcién del sitio donde fueron obtenidos los datos, sexo, estilo de vida,
salud, etc. Cuando se visualiza una tabla de mortalidad se limita el estudio de la mortalidad al
grupo particular de personas. Por ejemplo, se ha visto que la esperanza de vida de las mujeres
es mayor a la esperanza de vida de los hombres en 5 a 7 aflos mds, en comparacién con un varén
de la misma edad. También en los tltimos afios ha habido una abrumadora estadistica sobre los
peligros del tabaquismo, por lo que las compaifiias de seguros tienen tablas de fumadores y no
fumadores. La eleccion de la tabla de vida dependera del tipo de contrato, las tablas elaboradas
a partir de los censos no son adecuadas para seguros, las compafifas de seguros, normalmente,
hacen revisiones a los clientes para asegurarse de que se encuentren en buen estado de salud.
Por lo tanto, las tablas para las compafiias de seguros se construyen inicamente observando sus
contratos.
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2.18. Algunas leyes de mortalidad
Ley de Moivre:

Esta ley supone que la funcién de supervivencia es una funcién lineal de la edad 1x= c+d(x),
para x=0 . Los parametros c y d son facilmente identificables: donde c es el intercepto con el eje
xy d, es la pendiente de la recta

Si x=0:

lo=c+d(0)=c (2.81)

Ly=0=c+dwiw=—S=-2 (2.82)

. . ! . .
Como la ordenada al origen es 1y y la pendiente es - ;": , se escribe la ley de Moivre como:

Le=lo—2x = (1 -2 (2.83)

Para edades enteras, la funcién de supervivencia serd una progresion aritmética decreciente,

. 1
con diferencia ;°: :

dx=£x—zx+1=zo(1—§)—10(1—$)=‘;° (2.84)

Dicho de otra manera, este modelo supone que los fallecimientos son iguales todos los afios,
que coincide con la pendiente con signo negativo de la funcién de supervivientes.

Las probabilidades de fallecimiento seran:

B o
g =2 = L (2.85)

W —
x Io(l—%) w-x

Como se puede ver, la probabilidad anual de fallecimiento es creciente, el nimero de falleci-
dos es constante, pero, pertenecen a un grupo que va disminuyendo con la edad.

La tasa instantdnea de mortalidad, obviamente, también sera creciente y coincide con la tasa
anual de fallecimiento:



=1 (2.86)

Las probabilidades de supervivencia y fallecimiento para edades mayores a 1 afio, seran:

X+n.

_lx4n _ 10(1_7) _Ww—xn_ .M 4_
nPx x lo(1-3) T ow-x 1 w=x 1—np, (287)
nQx= Ix_lﬁ =1—nPx=1-— (1 — ﬂux) = nux (288)

Esta ultima expresidn, nos indica que la probabilidad de fallecer en un tramo de n afios, es
proporcional a ux. Por ejemplo, la probabilidad de que una persona de x afios fallezca después
de 10 afios, es el doble de los que lo haga en los proximos 5 afios.

Adicionalmente, tenemos que la funcién de supervivencia queda como:

Sy =E=1-2 (2.89)

La funcién de distribucion sera:

F)=1-5x)= = (2.90)

w

En este caso, f(x) = % Esto supone que, segln la ley de Moivre, la variable aleatoria: edad
de fallecimiento sigue una distribucién uniforme (0, w)

Primera Ley de Dormoy:

Esta ley supone que la forma de la funcién de sobrevivientes Ix es exponencial.

Ix = KS* (2.91)

Six =0, tendremos que lo=K, por tanto, K es el valor inicial de la cohorte.

Ix = loS* (2.92)
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En este caso

§% = g (2.93)

Para edades enteras, los valores de la funcién de supervivencia se encuentran en progresion
geométrica decreciente de razoén S, por lo tanto, (S<1)

Lips = [pS* = 1,S%S = 1,S (2.94)

po="t=g (2.95)

Entonces, la probabilidad anual del fallecimiento gy es igual a:
Gx=1-5 (2.96)

La probabilidad de supervivencia para n afios serd igual a:

!+n lnS’“‘“
Py=Z=——rxn=5" 29
ntx 1x {Osx ( 7)

La probabilidad de fallecimiento sera igual a:

nqe=1- 5" (2.98)

La funcién de supervivencia es:

s(x) = i—: = b _ gz (2.99)

1,S°

Por lo tanto, la funcién de distribucion sera:

F(x)=1-5* (2.100)

Si derivamos obtenemos la funcién de densidad:

F'(®) = f(x) = —S*(n(5)) (2101)
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Segunda Ley de Dormoy:

En la primera ley de Dormoy, la probabilidad de fallecimiento y la fuerza de mortalidad no
dependen de la edad. Para arreglar este supuesto poco realista se propone:

I, = KS7s¥* (2.102)

Si S1y Sy son inferiores a 1, entonces, K=l

L = L,SES§ (2.103)

Como en el modelo anterior, suponemos que S1=e"%, y Sp=eB por lo tanto, se reescribe:

L, = 1pSFSF = lye~(@¥+hx)

(2.104)

La probabilidad de supervivencia anual es:

_lyer _ tusf+15§"+1)2 _ 221
P =3t =t = 5.5 (2.105)
La probabilidad de fallecimiento anual es:

Ly—lyx41 2x+1

=22 =1-§,5

&= 2 (2.106)

Primera ley de Makeham:

Suponemos que el tanto instantaneo de fallecimiento viene dado por la expresion:

(2.107)
B =A+BCX

El segundo término coincide con la ley de Gompertz, y supone un factor de resistencia a la
muerte decreciente con la edad, que explica los fallecimientos por causas naturales, mientras
que, el primer término explica causas el fallecimiento constante con la edad y se relaciona con
los fallecimientos accidentales.
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A>0B>00<(C<1

Ejercicios propuestos

(2.108)

1. Sabiendo que un determinado sector industrial se caracteriza porque: q0 = 0,70, q1=0,30;
q2=0,40; q3=1, y que el grupo inicial esta constituido por 1000 personas se pide: d0, 11, d1,

12,d2,13, d3, 14.

2. Con un grupo inicial de 100.000, y 6090 = 0,2917, completar la siguiente tabla de morta-

lidad:

Tabla 9. Tabla de mortalidad

X qx Px dx Ix
60 0,02071
61 0,02276
62 0,0249
63 0,02712
64 0,02943
65 0,03189

Utilizando los resultados del calculo anterior, calcular la probabilidad de que una persona de

60, fallezca entre 64 y 65.

3. Explicar para x=23, ;Por qué? 123 = d23+124.

4. Sig60=0,20, g61=0,25, q62=0,25, q63=0,30 y q64=0,40:

a. Encuentre Ix para todas las edades entre 60-65, comenzando con 160=1000.

b. Encuentre la probabilidad de que uno de 61 fallezca entre 62 y 64.

c. Encuentre la probabilidad de que uno de 62 llegue con vida a la edad 65.

d. Dado eg5=0,80 encontrar para x entre 60 y 64.



5. Demostrar:

a. n/mgx esigual a:

b. n/mgx = (nPx) (mgx+n), explique.
6. Se pide dar las expresiones de las siguientes probabilidades:
a. Probabilidad de que uno de 30 sobreviva 15 afios.
b. Probabilidad de que uno de 30 alcance la edad 35.
c. Probabilidad de que uno de 30 fallezca entre los 35y 36.
d. Probabilidad de que uno de 30 sobreviva, al menos 60 aflos mas.

7. Siuna tabla de fallecimiento viene representada por la funcién Ix=1000v100 — x, calcu-
lar:

a. Probabilidad de supervivencia desde el origen hasta los 18.
b. Probabilidad de que teniendo 35, fallezca antes de los 50.

8. Tenemos que 5P40=0,80, 10P45=0,60, 10P55= 0,40 encontrar la probabilidad de que uno
de 40 fallezca entre 55y 65.

9. Supongamos que, de un grupo de 100 personas de 70 afios, 10 moriran en el primer afio,
15 moriran en el segundo afio y 20 en el tercero; calcular: q70, q71, q72, 3P70.

10. Suponga que 1x=100-x para x=0, 1, 2,3,......... 100. Buscar expresiones para:
a. nPx.
b. ngx.

c. Laprobabilidad de que x fallezca entre x+n y x+n+Kk.

2
100—x

11. Sipe =

para 0sx<100. Se pide calcular: S(x), Ix, F(x), f(x).

12. Silafuncién de supervivencia de un determinado sector industrial viene dada por:

st =1 —%)pa‘rao <x<100
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Se pide calcular el tanto instantaneo que quiebra cuando una empresa del sector lleva fun-

cionando 25 afios.

13. Calcular la probabilidad de supervivencia 10P10, sabiendo que el tanto instantidneo de
fallecimiento es:

1 1
,ux=m—mpam0£xs 100

14. Confirme que la siguiente funcién puede servir como funcién de supervivencia, mostrar

12 100 F g f)-

-3
s(x) = e 12

15. Si s(®) =1--- encontrar: H(x) F ) f(x) P(10<§<40).

100

x 1/2

16. Si s(x) = [1 — sl encontrar: 19P17, 15936, 15/13q36, u3e, E[T(36)].t

17. Sipg=0,001, para 20<€<25, calcular 2/2q20.

10

18. Si we = — para 40<€100, calcular:

100-x  250-x

a. 40P50
19. Si(25) fallece alos 58,6. Se pide determinar T, ..
20. Sil25=1000,128=955, q25=0,010 y P27=955/975. Se pide obtener el valor de q26.

21. Si la funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria & viene dada por:
fx) = E‘;% para 0<x<80, se pide calcular 20q40, mediante el uso de probabilidad condiciona-

da.
22. Sabiendo que t/gx=0,10 para t=1, 2,3,......9. Se pide calcular 2qx+5.

23. Hallar la probabilidad de que una persona de edad x esté viva a la edad x+ty que fallezca

instantdneamente entre las edades x+t y x+At, en donde At tiende a 0. Utilice la funcion de
x2
8000
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Capitulo 3

Valores actuariales en caso de fallecimiento

Esta seccidn trata acerca de las operaciones de seguros que suministran un pago de una de-
terminada cantidad al fallecimiento de un asegurado. Normalmente, al operar en el campo dis-
continuo, realizando la hipotesis de que el pago se hace al final del afio de fallecimiento, cuando
se opera en el campo continuo, la operacién se hace al momento de fallecimiento.

Previo a la revisién de los modelos para operaciones de seguros de vida, es necesario trabajar
con valores de conmutacion. En las tablas de mortalidad, se puede ver columnas encabezadas
con letras mayusculas; cada una de estas representa un simbolo de conmutacién, que no es mas
que una funcién matematica que combina algunos elementos de la tabla como el Ix, dx con fac-
tores financieros, esto se lo hace con el objetivo de facilitar el calculo de valores actuariales. Por
tal motivo, empezaremos revisando nuestro primer valor de conmutacion:

Valor de conmutacion N° 1: Valor actual de una unidad monetaria: V»

1

Vﬂ=m (3.1)

En adelante cuando veamos Vn nos referiremos al valor actual de una unidad monetaria, por
n anos.

NOTA: A lo largo del texto, se trabajara con una tasa de interés técnica del 4%, a menos que
se mencione lo contrario.
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3.1. Valores actuariales de operaciones de seguros de vida pagaderas al
fin del ano de fallecimiento.

3.1.1. Valor actuarial de una operacion de seguros, cuya prestacion consiste en el
pago de un capital unitario al final del afio de fallecimiento, siempre que este ocurra
pasado t afios y dentro del aiio siguiente. t/1Ax

Figura 29. Valor actuarial t/1Ax

Por lo tanto, la variable aleatoria asociada con el valor financiero actual, se define de la si-
guiente manera:

0......con probabilidad .....tqx
1€xy Vt*1 .. con probabilidad ... t/qx
0.....con probabilidad ...t + 1Px

NOTA: Vt*+1, pues, es al finalizar el afio en el que sucedi6 el fallecimiento.

Esta operacion la vamos a representar de la siguiente manera:

t/1Ax =Vti* ¢/1gx (3.2)

La expresion 3.2 es el valor actuarial o prima que tendrd que pagar una persona de x afios
para que tener una cobertura de 1 afio (entre x+t y x+t+1), de tal manera que, si ocurre el falle-
cimiento, el beneficiario recibira la suma de 1 unidad monetaria.

lxst—lxst+1

Aplicando los conceptos del capitulo anterior se sabe que t/1qx= ]
X

, por tanto,

el valor actuarial quedara expresado de la siguiente manera:

t/1Ax = EH e« e (3.3)
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— )

Siala expresién 3.3 multiplicamos por no alteramos a la igualdad, la expresién quedara:

Vx
t+1 X
t/1Ax = L rare # 2
Iy v
Por lo tanto:
Vx+t+1*d
t/1Ax= l—”‘” (3.4)
xVx

Como mencionamos en parrafos anteriores, lo valores de conmutacion se lo aplican para fa-
cilitar el calculo de los valores actuariales, ahora, expresaremos la ecuacion 3.4 en valores de
conmutacién, para lo cual, es necesario conocer dos nuevos valores de conmutacién:

Valor de Conmutacién N°2 (ver anexo 2)
D, =V*L,
Valor de Conmutacién N°3 (ver anexo 2)

Cx — Vx+1dx

Aplicando los valores de conmutaciéon 2 y 3, el valor actuarial de nuestra operacién de segu-
ros sera:

C
1A=

D, (3.5)
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Ejemplo

Suponga que a una persona de 20 afos le interesa comprar un seguro de vida con una cober-
tura entre los 40 y 41 afios; la suma asegurada es de $100.000. Calcule la prima dnica, utilice una
tasa de interés técnico del 4%.

20/1A20= £*°* 100.000.
o

2
20/1A20 = V*'*20/1q20 *100.000

1 140-141

20/1A20= o+ <0 % 100.000

Calcular el valor actuarial para una persona de edad 20, cuya suma asegurada sera de $80.000
que se pagara al fin del afio de fallecimiento siempre y cuando el fallecimiento ocurra entre 30
y 31 afios.

10/1A20= £2* 80,000
Dz

10/1A20 = v**10/1q20 *80.000

1 130-131
(1+3.BE%]21* 120 *80.000

10/1A20=

Ejercicios propuestos

e Una persona de 45 afios firma una poliza de vida por $80.000 con cobertura entre los 50
y 51. Calcule la prima con la tabla del anexo 2

e Una persona de 33, desea contratar una péliza de vida con una suma asegurada de
$150.000, el periodo de cobertura sera entre los 35 y 36 afios. Calcule la prima tnica, utilice
una tasa de interés técnico del 3,2%. NOTA: utilice el nimero de sobrevivientes de la tabla
del anexo 1

¢ Eltrabajador de una empresa desea ir de viaje después de 1 afio. El tiempo que pasara fue-
ra del pais sera de 1 afio, hoy tiene 29 afios; desea contratar una péliza de seguros que pague
$120.000 a sus beneficiarios, en caso de fallecer durante su estadia fuera del pais. Calcule la
prima. Utilice una tasa de interés técnico del 4%.

¢ Siunapersonade edad 25, quiere contratar un seguro que brinde una cobertura por 1 afo,

desde los 25 afios, y se sabe que 1,,=1000, d,.=300, y que la suma asegurada es de $30.000.
Calcule la prima unica utilizando una tasa de interés de 3,88%
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3.1.2. Valor actuarial de un capital unitario pagadero al final del afio de fallecimien-
to de x; siempre que esto ocurra dentro de los n afios siguientes (seguro temporal).

Figura 30. Valor Actuarial A’x:n” |

: | : | |
0 X x+1 x+2 x+n w

Periodo de cobertura

Por lo tanto, la variable aleatoria asociada con el valor financiero actual, se define de la si-
guiente manera:

Vi para o/qx. falleceentrexyx+ 1;t =0
1a3V2....1/qx. falleceentrex+1yx+2; t=1
V3.......2/qx. falleceentrex+2yx +3;t =2

Cuando el fallecimiento ocurre dentro del primer afio se actualiza con V1, ya que el pago se
realiza al fin del periodo.

Esta operacién de seguros la representaremos como: A’X:n‘| .Que es el valor actuarial de un
seguro temporal. Por lo tanto, este valor actuarial es igual a:

A'xiit| =¥r-lt/1gx = ViH2

Ax:di| = Yolt/1Ax

(3.6)

Ahora, procederemos a pasar la expresiéon 3.6 a valore de conmutacion, para lo cual, es nece-
sario conocer el cuarto valor:
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Valor de Conmutacion N° 4 (Ver anexo 2)

o
M, = Z Cott

t=0

Aplicando algo de algebra a la expresion 3.6 tenemos:

@ @
Z Cx+t - Z Cx+s]
=n

t=0

1
Dy
Reemplazando con el valor de conmutacién #3 queda:

My~Mysn (3.7)

A'x:#
Dl'

Ejemplo

Una persona de 20 afios desea contratar un seguro cuya suma asegurada sea de $100.000 que
se page a los beneficiarios si fallece antes de los 60. Determine el valor actuarial con la tabla de
mortalidad al 4%.

_ Mjg—M60

20

A’20:40 *100.000

Calcular el valor actuarial para una persona de 30 afios, que desea una cobertura de $80.000
que se pague a los beneficiarios, en caso de que el fallecimiento ocurra antes de los 50 afios.

A’30:20 =% * 80.000

30

Ejercicios propuestos

¢ Una persona de 28 afios desea contratar una cobertura de seguros; fija una suma asegu-
rada de $100.000, el pago se hara a los beneficiarios siempre que el siniestro ocurra antes de
los 30 afios. Calcule la prima tnica. Utilice una tasa de interés técnico del 5%.

¢ Mediante el uso de la tabla de mortalidad, calcular la siguiente prima: Una persona de 45
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afios quiere contratar una cobertura de seguros; fija una suma asegurada de $200.000 que se
pague en caso de fallecimiento antes de los 65 afios.

e C(Calcular el valor actuarial para una operacién de seguros, cuyo pago se realiza al fin del
afio de fallecimiento si esto ocurre antes de los 70 afios, sabiendo que la persona tiene 67
afios y que la tasa de interés técnica es del 5%.

e Utilizando la tabla de mortalidad, calcular la prima tinica que tendra que pagar una per-
sona de 30 afios, que desea una cobertura por 25 afios, en donde los beneficiarios recibiran
$40.000 al fin del afio de fallecimiento si esto ocurre.

3.1.3. Valor actuarial de un capital unitario, pagadero al final del afio de fallecimien-
to cuando sea que ocurra. Ax

Figura 31. Valor actuarial Ax

1 } 1
x+1 x+2 x+n

@ =
M
s--

Periodo de cobertura

Como se observa en el grafico, la cobertura comienza hoy y termina con el fallecimiento, por
lo que este valor actuarial se expresa de la siguiente manera:

hd (3.8)

A, = Z t/1Ax

Utilizando el valor de conmutacién N° 4, el valor actuarial de una operacién de seguros de
vida entera es:

M.
A, = D_x (3.9)
X

La expresién 3.8 y 3.9 se lo puede expresar también de la siguiente manera:
A, =0/1Ax+1/1Ax+2/1Ax +... + W

113



114

Ejemplo

Calcular la prima que tiene que pagar una persona de edad x=20, 30, 50; que pague a sus deu-
dos en caso de fallecimiento cuando sea que ocurra. La suma asegurada de $ 100.000. Calcule la
prima con la tabla de mortalidad.

MZCI

Ay = =22+ 100.000

20

MSD
Agp = =22 % 100.000
DSI]

Mq,
Ay =
® D

* 100.000
50

Una persona de 30 afios quiere contratar un seguro de vida, de tal manera que, si ocurre el
fallecimiento, la indemnizacion a los beneficiarios sera de $40.000. Este pago se realizara al final
del afio de fallecimiento. La cobertura sera de vida entera.

M
Agy = D—“ * 40.000
30

También se lo puede expresar de la siguiente manera:

Agg =(0/1A30 +1/1A30 + 2/1A30 +.....oovoovoeeeieen, + w)*40.000

Ejercicios propuestos

¢ Una persona de 36 afos quiere adquirir una cobertura de seguros que pague la suma ase-
gurada de $200.000 en caso de fallecimiento, cuando sea que ocurra. Calcule la prima tnica.
Utilice una tasa de interés técnico del 4%.

e (Calcular el valor actuarial de una operacion de seguros de vida entera, cuyo pago ($80.000)
se realiza al fin del afio de fallecimiento, sabiendo que la edad actual es de 45.

o Plantear utilizando el valor conmutacién 1 y 19y la prima de un seguro de vida que se
muestra a continuacién A, y la suma asegurada es $10.000.

¢ C(Calcular la prima tnica que tendra que pagar una persona de edad 65, por un seguro de



vida entera, que pagara a los beneficiarios la suma de $20.000, si ocurre el fallecimiento. El
pago se lo realizara al fin del afno de fallecimiento (utilizar la tabla de mortalidad).

3.1.4. Valor actuarial de un seguro diferido m afios cuya prestacion es 1 unidad mo-
netaria al final del afio de fallecimiento (seguro de vida completa). m/Ax

Figura 32. Valor actuarial m/Ax

Periodo de
diferimiento
1 1 1 ] |
I

]
1 1 1 1 1
0 X x+m x+m+1 x+m+n w

‘ Periodo de cobertura

Dado que estamos tratando de un seguro diferido cuyo pago se hace al final del afio de fa-

llecimiento, en el periodo entre X y x+m no existe cobertura. Este periodo se llama periodo de
diferimiento. La cobertura comienza desde x+m y termina en w.

Por lo tanto, la variable aleatoria asociada con el valor financiero actual, se define de la si-
guiente manera:

Por tanto, el valor actuarial m/Ax serd igual a:

w
Z Vl:+1 * t_,lrl qx (3 10)

t=m
Que también lo podemos expresar con la siguiente diferencia:
m/Ax=Ax — A'x:m G.11)

Resolviendo la expresion 3.11, tendremos:
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M. My—M
WAI: My Mx=™Mytm
Dy Dy

Por tanto, el valor actuarial m/Ax queda expresado de la siguiente manera:

M
m/Ay =" (3.12)
X

Ejemplo

Una persona de 43 afios quiere obtener una cobertura de seguros, para que pague a sus bene-
ficiarios en caso de fallecimiento, $80.000, si esto ocurre pasados los 48 afios. Calcule la prima.
Utilice la tabla de mortalidad con la tasa del 4%.

5/ A43=722 « 80,000

4
Ejercicios propuestos

¢ Una persona de 54 afios quiere obtener una cobertura de seguros, para que pague a sus
beneficiarios en caso de fallecimiento $86.000, si esto ocurre pasados los 60 afios. Calcule la
prima. Utilice la tabla de mortalidad.

¢ Una persona de 21 afios quiere obtener una cobertura de seguros, para que pague a sus
beneficiarios en caso de fallecimiento $80.000, si esto ocurre pasados los 30 afios. Calcule la
prima. Utilice la tabla de mortalidad.

o Plantear utilizando el valor conmutacién 1y
muestra a continuaciéon

19, 1a prima de un seguro de vida que se

s0/B50 Y la suma asegurada es $10.000.
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3.1.5. Valor actuarial de una operacion de seguros con capital unitario, pagadero al
fin del afio de fallecimiento/quiebra si esto ocurre pasado m aifios y dentro de n afios
siguientes (seguro diferido y temporal). m/nAx

Figura 33. Valor actuarial m/nAx

Periodo de
diferimiento
]

1
0 X x+m x+m+1 x+m-+n w

| Periodo de cobertura

El valor actuarial diferido y temporal puede quedar expresado como la diferencia de dos va-
lores a actuariales temporales como se expresa a continuacién:

m/nAx= A'ymin| —A'xm (3.13)

Pasando la expresién 3.13 a valores de conmutacién tendremos:

My—M M,—M
D'I/I'LAX= x"Mytman _ MxTMydm
Dy, Dy

Por tanto, el valor actuarial = A queda expresado de la siguiente manera:

Mx m'”x m
minAg =R (3.14)

Ejercicios propuestos

¢ Una persona de 30 afios estd interesada en una operacién de seguros que presta los si-
guientes beneficios:

e $100.000 si fallece antes de los 50 afios.

e $100.000 si fallece entre los 50 y 80 afios.

Utilice la tabla de mortalidad.
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¢ Una persona de 25 afios estd interesada en una operacion de seguros:

$20.000 en caso de fallecimiento a sus deudos, en cualquier momento en que esto ocurra, la
cobertura empezara desde los 30 afios. Calcular la prima tnica utilizando la tabla de morta-
lidad.

e Una persona de 45 afios desea una cobertura de seguros de vida desde los 50 a los 55
afos; la suma asegurada sera de $30.000 que se pagara a los deudos al fin del afio de falle-
cimiento si ocurre. Adicional se sabe que: 1, =1000, 1, =700, 1., =671,1_=622,1, =592, 1=
550, 1., =501. Utilice la tasa de interés técnica del 4%.

3.2. Valores actuariales cuyo pago se hace en el momento del fallecimiento

Hasta el momento hemos realizado el calculo de valores actuariales cuyo pago se realiza al
fin del afio de fallecimiento. Este supuesto facilita mucho el calculo porque supone el tiempo
como variable aleatoria discreta. En la practica esto no pasa, el tiempo es una variable aleatoria
continua y, por lo tanto, la edad de fallecimiento también lo es.

3.2.1. Seguro temporal cuyo pago se realiza en el momento del fallecimiento. A’x:n

Axn| =j'l;1 vt XPt p,., dt (3.15)

3.2.2. Seguro de vida entera cuyo pago se realiza en el momento del fallecimiento.
Ax

-
Ax-fy ' XPt pyy, dt (3.16)

Discretizacion de campo continuo:

Para discretizar el valor actuarial consideremos el valor actuarial de una unidad monetaria
con prestacién a la 1/ m-ésima parte del afio. (m) x

Si sabemos que

x4t -Ix4t41
Ix

t/1qx
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Entonces:

o2/ m Ix+1/m- lx+2/m + p3/ms Ix+2/m- lx+3/m 4o (3.17)

;l[m] x= pl/m# 1x- 1:|;+1,.frn +
X Ix 1x

La expresion 3.17 es el valor actuarial de un capital unitario que paga en la m-ésima parte de
un afo si ocurre el fallecimiento.

1
=E[= ™ xlx- Ix+ 1/m+ v¥™ x Ix + 1/m- Ix + 2/m + v¥™ % Ix + 2/m- Ix + 3/m|
1
= _E[= UMy + 1/m- Ix + v¥™ * Ix + 2/m- Ik + 1/m + v3/™ «Ix + 3/m- 1 + 2/m|

W

1
- Tk vt/m Leveym — Lere-1)/m

t=1
Si:
ﬂIxH;m = bx4tym — Ix+(r-1},fm

Entonces:

1 w
== EZ pt/m ﬂ'!xﬂ,."m
t=1

3.2.3. Seguro diferido de vida entera

wAy= [ vt XPt Uy, dt (3.18)
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3.2.4. Seguro diferido y temporal

widv= [T 0E XPE iy, dt (3.19)

m

3.3.Seguros variables

Ahora trabajaremos con seguros variables, nos referimos a seguros variables, cuando la suma
asegurada varia durante el periodo de cobertura, a continuacién, trabajaremos con valores ac-
tuariales de seguros de vida, cuya suma asegurada crece en progresién aritmética.

3.3.1 Valor actuarial de un seguro de vida temporal, creciente, cuya prestaciéon con-
siste en el pago de 1 unidad monetaria, si la persona fallece entre x y x+1, al final del
afio; 2 unidades monetarias si fallece entre x+1 y x+2 y asi sucesivamente.

Figura 34. Valor Actuarial [A’x:n]

1 2 K, . n (suma asegurada)
L [ 1 1 [ 1 [|
I 1 1 L] ]
0 X x+1 x+2 x+3 x+n w
Periodo de cobertura |

La variable aleatoria asociada con esta operacion es:

I{:,x: n|
Donde:
0 para nPx
B
xem (t + 1) Vt+t cuando t/qx para t=0,12.n—1
IA' = BIE' )=S0t + DV t/qx = TP3(t+ 1) t/1Ax (3.20)



El valor de t+1 de la expresion 3.20, es la suma assegurada que crece en progresion aritmé-
tica.

Podemos escribir de otra manera la expresién 3.20:

14, al= 0/1Ax + 2171Ax+ B3 21 A F +N n1/1Ax (3.21)

A su vez, la expresion 3.21 es igual a:

0/1AX +1/TAX+2/TAX F+eeeeeeeeeeeeeeeeeenn +n-1/1Ax = 0/n Ax
1/1IAX+2/1AX+..cieeceeeevee A F1 /1AX = 1 /0-1AX
2/1AXF +n-1/1Ax =2/n-2Ax
=0/nAx+1/n-1AX+2/n-2AX+ ..., +n-1/1Ax

Por lo tanto, el valor actuarial IA’X:H] sera:
n=1
Z( t/ (n—t)Ax (3.22)
t=0

A su vez, la expresion 3.22 la podemos denotar en valores de conmutacién de la siguiente
manera:

n—1M M { -1
Z % = Z My —
t=0 x * [t=0

Para el célculo del valor actuarial , podemos utilizar la expresién 3.23, pero, su aplicacién es
algo confusa, por tanto, utilizaremos un nuevo valor de conmutacién:

n=1

Mx+n] (3.23)

t=0
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Valor de conmutacién N°5 (Ver anexo 2)

w
R, = Z My s

=0

Utilizando el valor de conmutacién nimero 5 y reemplazando en la expresion 3.23, el valor
actuarial de un seguro variable temporal IA'y.,) es:

Rx - Rx+n _{n * Mx+n} (3_24)
Dx

Lﬂfx,n]f=

Ejercicios propuestos

e Una persona de 20 afios desea contratar una cobertura de seguros de vida por 5 afios; la
suma asegurada crece en progresion aritmética de $20.000 por afio, siendo la suma asegura-
da del afio 1 de $20.000. ;Cuél es la prima? Calcular utilizando la tabla de mortalidad.

¢ Una persona de 50 afios desea contratar una cobertura de seguros de vida por 3 afios; la
suma asegurada crece en progresion aritmética de $10.000 por afio. Adicional se sabe que la
tasa de interés técnica es del 3%, y 159=10000, 151=9800, 152=9000, 153=8470.

3.3.2. Valor actuarial de una operacion de seguros variables de por vida. IAx

Figura 35. Valor Actuarial lax

1 2 3 | | P (suma asegurada)
| [ 1 [ 1 1 |
II] :; x-:-l x-:-Z x-:-3 x+n W
w w
IAx = E[(18)]x = Z(t + 1DV t/gx = Z{t + 1) t/1Ax
t=0 =0



Por lo tanto, Ix es igual a:

0/1Ax+21/1AX+32/1AX*+. e W= 0/ WAX
0/1AXHL/TAXF2/TAX +ooerniiiieeeeeee e w=1/w-1Ax
1/1AX +2/TAX+ e eeeee e W = 2/ W-2AX
VN w =3/w-3Ax

Utilizando la expresidn anterior, diremos que el valor actuarial I1Ax es:

IAx = ¥¥ . t/1Ax (3.26)

Utilizando el valor de conmutaciéon niimero 4 en la expresion 3.26 tenemos:

MA'
[IAx= Y%, f (3.27)

Reemplazando la expresion 3.27 con el valor de conmutaciéon nimero 5, nuestro valor actua-
rial Ix serd igual a:

(3.28)

Ejercicios propuestos

e Una persona de 30 afios desea contratar una cobertura de seguros de vida entera; la suma
asegurada crece en progresion aritmética de $20.000 por afio, siendo la suma asegurada del
afio 1 de $20.000. ;Cual es la prima? Calcular utilizando la tabla de mortalidad.

e Una persona de 45 afios desea contratar una cobertura de seguros de vida entera; la suma
asegurada crece en progresion aritmética de $5.000 por afio, siendo la suma asegurada del
afno 1 de $5.000. ;Cudl es la prima? Calcular utilizando la tabla de mortalidad.
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3.3.3. Valor actuarial de una operacion de seguros creciente en progresion aritméti-
ca, diferido m afos y de vida entera. m/IAx

Figura 36. Valor Actuarial m/I1Ax

Periodo de

diferimiento 1 R | IO (suma asegurada)
I } } } } ! !
0 X x+m x+tm+1 x+m+2 x+m+n w
m/IAx =3 (t+m+1)*V* s t/gx (3.29)

Aplicando el valor de conmutacién nimero 4 a la expresién 3.29, tenemos:

w w 3.30
Mx+: { )
tfAx = =
D,
t=m t=m

La expresion 3.30 tiene ciertas complicaciones para poderse resolver, por tanto, ahora uti-
lizaremos el valor de conmutacion nimero 5, dando como resultado el valor actuarial de un
seguro variable, con cobertura después de m afos:

=D, (3.31)

Ejercicios propuestos

¢ Una persona de 25 afios desea contratar una cobertura de seguros de vida; la cobertura
comenzara desde los 40 afios. La suma asegurada crece en progresion aritmética de $20.000
por afio, siendo la suma asegurada del afio 1 de $20.000. ;Cual es la prima? Calcular utilizan-
do la tabla de mortalidad.

¢ Una persona de 40 afios desea contratar una cobertura de seguros de vida, la cobertura
empezara desde los 65 afios; la suma asegurada crece en progresion aritmética de $10.000
por aflo, siendo la suma asegurada del primer afio del $10.000. ;Cual es la prima? Calcular
utilizando la tabla de mortalidad.



3.3.4. Valor actuarial de una operacion de seguros diferido m afios, creciente en pro-
gresion aritmética y temporal. m/n(I)x

Figura 37. Valor Actuarial m/nlAx

Periodo de

diferimicnto 1 2 .............. n (Sll[l]ﬂ ﬂSPglll'ﬂdﬂ)
1

] l 1 |
1 1 1 I 1

0 X x+m x+m+1 x+m+2 x+m+n w

Periodo de cobertura ‘

Aplicando el mismo procedimiento que los valores actuariales anteriores, tenemos que el
valor actuarial diferido y temporal, cuya suma asegurada crece en progresion aritmética es:

m+n=1

m/nlAx = Z t/n—t+mdx

=m

(3.32)

Si ala expresion 3.32, la expresamos en valores de conmutacidn tenemos:

m+n—1M
¥+t~ Myyr+m—t+n
m/nldx = Z
D,
t=m
m4n—1

1
m/nlAx = Dx EZ Myse — Myymen
=m

Ahora utilizaremos el valor de conmutacidén nimero 5, para expresar el valor actuarial de un
seguro de vida variable diferido y temporal.

Rys4m= Rxsmen— (N * Myimain) (333)

m,r’nIAx = D,

125



126

Ejercicios propuestos

¢ Una persona de 20 afios desea contratar una cobertura de seguros de vida por 5 afios: la
cobertura comenzara desde los 30 afios. La suma asegurada crece en progresion aritmética
de $20.000 por afio, siendo la suma asegurada del afio 1 de $20.000. ;Cudl es la prima? Calcu-
lar utilizando la tabla de mortalidad.

¢ Una persona de 35 afios desea contratar una cobertura de seguros de vida por 20 afios; la
cobertura comenzara desde los 50 afios. La suma asegurada crece en progresion aritmética
de $20.000 por afio, siendo la suma asegurada del afio 1 de $20.000. ;Cudl es la prima? Calcu-
lar utilizando la tabla de mortalidad.

¢ Una persona de 50 afios desea contratar una cobertura de seguros de vida por 3 afios; la
cobertura comenzara desde los 55 afos. La suma asegurada crece en progresion aritméti-
ca de $10.000 por afio, siendo la suma asegurada del primer afio del $10.000. Adicional, se
sabe que la tasa de interés técnica es del 3% y 150=10000, 155=7800, 156=6000, 157=4670,
158=4000.

3.4. Ejercicios propuestos de fin de capitulo

1. Interpretar y expresar en simbolos de conmutacion:
2/5A30, A'50: 6|, 15/ A35, 4/31A40, 4/1A40

2. Se considera una persona de 40 afios, calcular el valor actuarial del capital de $200.000
pagadero al final del afio en que acontezca el fallecimiento.

a. En cualquier momento en que acaezca el suceso.

b. Condicionado a que el suceso acaezca antes de cumplir 50 afios.
c. Condicionado a que el suceso acaezca después de los 50 afios.
d. Condicionado a que el suceso acaezca entre los 60 y 64 afios.

3. Una persona de 28 afios quiere contratar un plan de seguros que le proporcione los si-
guientes beneficios:

a. En caso de fallecimiento, a sus beneficiarios, la suma asegurada de $80.000,
siempre que esto suceda desde los 33 a los 40 afios, en progresion aritmética de

20000 por afio, comenzando con una suma de $80.000.

b. En caso de fallecimiento en los 5 primeros afios de vigencia del contrato se de-
vuelve la prima pagada sin intereses.

Calcular la prima Unica.



4. Juan tiene la edad de 36 afios, contrata un seguro de $50.000 pagadero al fin del afio de fa-
llecimiento, si esto ocurre después de trascurridos 15 afios. Y si el fallecimiento ocurre durante
los 7 primeros afos, la suma asegurada sera de 35.000, cuyo pago se hara al fin de los 7 afios.

5. Una operacién de seguros temporal por 10 afios a favor de x (edad actual), proporciona

las siguientes prestaciones al fallecimiento/quiebra, pagaderas al fin del afio en que acaezca
el suceso. Expresar en valores de conmutacién.

Tabla 10. Prestaciones por fallecimiento

Prestacion por fallecimiento  Afio de fallecimiento Prestacion por fallecimiento

1 8 6 5
2 8 7 5
3 7 8 4
4 6 9 2
5 6 10 2

a. Calcular el valor actuarial para una persona de 25 afios que desea una cobertura de segu-
ros con las siguientes prestaciones:

e En caso de fallecimiento durante los 5 primeros afios de vigencia del contrato, se devolve-
r4 la prima pagada.

e Desde los 30 a los 65 un seguro creciente en progresién aritmética de 2000 por afio; co-
menzando con una suma de 10.000 si el fallecimiento ocurre entre 30 y 31.

e Pasados los 65 afios, la suma asegurada sera de 40.000.
b. Una persona de 54 afios desea un seguro de vida, para lo cual, fija una suma asegurada de
$180.000 pagadero al fin del afio de fallecimiento /quiebra, siempre que el suceso acaezca

antes de los 58. Para resolver, tome en cuenta que la tasa de interés técnica es de 4% y los
datos que proporciona la siguiente tabla de mortalidad:

Tabla 11. Tabla de mortalidad

X (edad actual) Ix ( nimero de sobrevivientes a la edad x) dx (nimero de fallecidos a la edad x)

53 1000 10
54 990 17
55 973 23
56 950 28
57 922 32
58 890 35
59 855
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Calcule el valor de la prima pura que debera pagar la persona de 54 afios para tener cobertura
en caso de fallecimiento.

c. Una persona de 25 afios desea contratar el siguiente plan de seguros:
e En caso de que el fallecimiento esté entre 25 y 26, se fija una suma asegurada de $3000.
e En caso de que el fallecimiento esté entre 26 y 27, se fija una suma asegurada de $5000.

e En caso de que el fallecimiento esté entre 27 y 28, se fija una suma asegurada de $7000,
afio en el cual se extingue el beneficio.

Utilice la tasa de interés técnica del 5% y sabiendo que: d25=30, d26=34, d27=40, d28 = 50
y que el nimero de sobrevivientes a la edad 25 es de 1000 personas. Calcular el valor de la
prima Unica para la operacién de seguros variables.

d. Calcular la prima tnica de la siguiente operacién de seguros:

Una persona de 32 afios desea contratar una cobertura de seguros de vida con las siguientes
caracteristicas:

Si fallece entre 32 y 33 afios se pagard una suma de 30.000 en 33, si fallece entre 33 y 34
afios se pagara una suma de 35.000 en 34, si fallece entre 34 y 35 afios se pagara una suma
de 40.000 en 35 y asi sucesivamente hasta llegar a la edad 40, afio en el cual se extingue el
beneficio. Utilizar la tabla de mortalidad.

e. Calcular la prima tnica de la siguiente operacién de seguros:

Una persona de 50 afios desea contratar una cobertura de seguros de vida con las siguientes
caracteristicas:

Si fallece entre 55 y 56 afios se pagara una suma de $10.000 en 56, si fallece entre 56 y 57
afos se pagara una suma de $12.000 en 57, si fallece entre 57 y 58 afios se pagard una suma
de $40.000 en 58 y asi sucesivamente hasta llegar a la edad 65. Desde los 65 afios, la suma
asegurada se mantendra en $100.000 con cobertura de vida entera. Utilizar la tabla de mor-
talidad.

f. Sesabe que A,,=0.80,D,,=400, D, =360, i=3%, Calcular A_,

g. Una prima dnica para una operacion de seguros de vida a favor de una persona de edad x,
proporciona $10.000 durante los 20 primeros afios y un desembolso sin intereses de la prima
Unica neta si la persona fallece durante los primeros 20 afios. La prima se paga al comienzo
del primer afio y la prestacidén se paga al fin del afio de ocurrencia del fallecimiento. ;Cudl es
la prima dnica?
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Capitulo 4

Valores actuariales de prestaciones en caso de superviviencia

En el capitulo 3, se trabajé con valores actuariales de seguros de vida, es decir, en caso de fa-
llecimiento, en donde el pago de la suma asegurada ocurria si fallece la persona. En este capitulo,
trabajaremos con valores actuariales en caso de supervivencia, en donde los pagos o sucesién de
pagos ocurren si sobrevive la persona.

A continuacién, analizaremos el primer valor actuarial en caso de supervivencia, del cual, se
parte para el calculo de los valores actuariales de rentas vitalicias.

4 1. Valor actuarial de un capital unitario, para una persona de edad x, si
llega sobrevive n anos, Ex

El simbolo nEx expresa el valor actuarial de un capital unitario pagadero transcurridos n
afos, con la condicidn de que x sobreviva a la edad x+n.

A este valor actuarial lo podemos expresar de la siguiente manera:

nEx = V™ %Py @.1)

En valores de conmutacién la expresién 4.1 quedaria:

E.- 1 * Lyin * E
s L, v

DI+T!-

Ejercicios propuestos

o Paralaresolucion de los siguientes ejercicios, utilice 1a tabla de mortalidad.

e Unapersona de 65 afios desea contratar una poliza que pague $100.000, en caso
de que llegue con vida a los 70. Calcular la prima.
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e Auna persona de 45 afios le interesa un seguro de vida que pague a sus benefi-
ciarios $50.000, en caso de fallecimiento cuando sea que ocurra. Ademas, si sobre-
viviere a los 70, se le paga una suma de $5.000, si sobrevive a los 71, $10.000 y asi
sucesivamente hasta los 75 afios.

¢ (Calcular la prima tnica que tendra que pagar una persona de edad 40, que desea recibir

un pago tnico de $50.000, si llega con vida a la edad 50. Para este ejercicio utilizar la tasa de
interés técnica del 5%. Adicional se sabe que: 140= 10000 y 150=8000

4 .2. Rentas vitalicias

Se llaman rentas vitalicias porque su pago esta sujeto a la supervivencia de la persona o gru-
po de personas. En este apartado, se calculd el valor actuarial de un pago unico si sobrevive
la persona; ahora calcularemos el valor actuarial en caso de supervivencia de una sucesion de
pagos anuales.

Vamos a ver dos tipos de Rentas vitalicias: anticipadas y vencidas.
4.2.1. Rentas vitalicias unitarias anuales anticipadas.

En esta seccion se calcularé el valor actuarial de rentas vitalicias cuyo pago comienza al inicio
de cada periodo.

4.2.1.1. Valor actuarial de una renta vitalicia anual unitaria, anticipada, temporal
por n afios a’_(x: Fn])

Figura 38. Valor actuarial ax: n]

Ultimo pago

1 1 I 1 Rentas anuales

FLr S
-

x+1 x+2 x+3 x+n-1 x+n

Perioila de cobertara

El valor actuarial de una renta vitalicia anticipada temporal esta definida por la siguiente
expresion:
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&x: “'|= 1+ ]Ex + EEK + 3Ex+4Ex e n.T_Ex (4_3)

n-=1

_ Z tEx (4.4)
t=0

Ahora, la expresion 4.4 la pasaremos a valores de conmutacién:

n-1
Dx+t (4.5)
Dx

t=0

Para poder continuar con el calculo del valor actuarial , es necesario deducir otro valor de
conmutacion:

Valor de conmutacién N°6 (Ver anexo 2)

w
Nx = ZDx+t

=0

Reemplazando la expresion 4.5 con el valor de conmutacién niimero 6 tenemos:

Nx - x+n (46)
DJC

Ay.n) =

Ejercicios propuestos

e Calcular el valor actuarial de una renta vitalicia anticipada de $4000 para una persona de
36 afios de edad. La renta se pagara por 20 afos.

e Una persona de 40 afios desea contratar un plan de seguros y rentas vitalicias especifica-
do de la siguiente manera:

a. En caso de fallecimiento durante los primeros 10 afios se pagara a los beneficia-
rios de la poliza la suma de $50.000.

b. Rentas anuales anticipadas de $12.000, por 10 afios.

Utilizar la tabla de mortalidad.
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Una persona de edad 30 desea contratar un plan de rentas vitalicias anticipadas por 4

afos, la tasa de interés a utilizar en esta operacién es de 6% y las probabilidades se calcula-
ran a base de la tabla de mortalidad. Calcular la prima tnica.

4.2.1.2. Valor actuarial de una renta vitalicia anual unitaria, anticipada, de vida com-

pleta

Figura 39. Valor actuarial &

Rentas anuales

x+1 x+2 x+3

<<<<<

Periode de cobertura

I

A diferencia del valor actuarial anterior, la cobertura de esta va de x (edad actual) a w (limite
superior de supervivencia).

@, = 1+ 1Ey + 7By + 3E,+yEy +

w

=ZtEx

t=0

w
Dx+t
= Ziﬂx (4.8)

t=0

Siendo asiy aplicando el valor de conmutacién niimero 6 a la expresion 4.8, el valor actuarial
sera:

. N
i, = D_" (4.9)
X

Ejercicios propuestos



Para los ejercicios utilice la tabla de mortalidad

e Calcular el valor actuarial de una renta vitalicia anticipada de $5000 anuales para una
persona de 65 afios. La cobertura es hasta el fallecimiento.

e Una persona de 35 afios desea firmar una poliza de seguros con las siguientes coberturas:
a. Un seguro de vida creciente en progresiéon aritmética, con cobertura desde hoy
hasta la edad 50, comenzando con una suma de $20.000 y creciendo $5000 por

periodo.

b. Una renta anticipada de $10.000, mientras viva. Desde hoy hasta el fallecimien-
to.

Calcule el valor de la prima unica.

4.2.1.3. Valor actuarial de una renta vitalicia anual unitaria, anticipada, diferida, de
vida completa m/dy,

Figura 40. Valor actuarial m/a_

1 K 1 Rentas anuales

1 1 1 1 1 1 ]
I 1 1 I I i

1
0 X x+m x+m+1 x+m+2 J— w

| Periodo de coberiura
m/d,= mEx + m#1Ex + me2ExtmeaBx oo w
(%
= Z tEx (4.10)
t=m

La expresion 4.10, la podemos definir también como la diferencia de los valores actuariales:
el valor actuarial de la renta vitalicia anticipada de vida entera menos el valor actuarial de la
renta vitalicia anticipada temporal:

m;'ﬁx= &x - ﬁ){: n| (41 1)
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Pasando a valores de conmutacién tenemos:

Nx  Nx=Nx+m

m/&x = Dx Dx
" N
myly = = (4.12)

Ejercicios propuestos

e (Calcular el valor actuarial de una renta vitalicia anticipada de $6000 anuales para una
persona de 40 afios. Segun las condiciones establecidas en el contrato, la renta comenzara a
recibirse desde los 65 afios.

¢ Un empleado tiene derecho a jubilarse una vez cumplidos 25 afios de trabajo en el mismo
lugar. El Sefior Carlos lleva trabajando 12 afios. La edad de Carlos es 38 afios, los calculos
establecen que cuando llegue a los 25 afios de trabajo tendra derecho a recibir una renta de
$3000 anuales. El empleador quiere contratar una empresa administradora de fondos y pen-
siones, para que le cobre hoy una prima tnica de tal manera que cuando el empleado llegue a
la edad de jubilacién, la empresa administradora de fondos le pague al empleado. Calcular el
valor que tendra que pagar el empleador el dia de hoy.

4.2.1.4. Valor actuarial de una renta vitalicia anual unitaria, anticipada, diferida, y
temporal m/ndy

Figura 41. Valor actuarial m/nd_

Periodo de

diferimicnto Rentns ﬂllllilli.‘s
1 1 1 1
| 1 1 1 1 1 ]
1 I I I I T 1
0 x x+m x+m+1 x+m+2 x+tm+n-1  x+m+n
Periodo de cobertara
l'l.'lf I"Ifix= mEx + m+1Ex + m+2Ex+m+3Ex . +m-l-1'|.1Ex
-1
_ Z tEx (4.13)
t=m



Se lo podria calcular por complemento:

m/nd,= m/éx - m+n/ix.

Nx+n Nx+m+n

Dx Dx

Ny+m = Nx4m+n (4 14)
Dy

m/nd, =

m/nﬁx =

Ejercicios propuestos

e Una persona de edad 30 desea contratar un plan de rentas vitalicias anticipadas con co-
bertura desde los 40 a los 65 afios, la renta anual serd de $10.000 si sobrevive. Calcular la
prima Unica. Para este ejercicio utilice la tabla de mortalidad

e Unindividuo de 45 afios desea contratar una renta vitalicia anticipada con cobertura des-
de los 65 hasta los 70 afios. La renta anual serd de $15.000, y de utilizardn los siguientes
valores: 1,,=20000,1,=19230,1,,=18000,1,,=17258,1,,=16500,1,,=15984,1, =15008. La tasa
de interés a utilizar en esta operacién sera del 5%.

Ejercicios propuestos de rentas anticipadas y seguros de vida

e Una persona de x afios quiere contratar un plan de jubilacién que le pague: $12.000 anua-
les desde los 65 afos. Determine el valor actuarial de la operacién si: x=20, x=30 y x=50.

e Una persona de 30 afios quiere una operacién de seguros que le paga $100.000 si fallece
antes de los 70. De lo contrario, le paga $5.000 anuales mientras viva.

e Una persona de 22 afios quiere un plan de seguros que le proporcione el pago de $80.000
si fallece antes de los 65 afios y rentas anuales de $3.000 desde los 65 hasta los 75, y desde
los 76 en adelante las rentas seran de $6.000.

e Una persona de 20 afios quiere un seguro que pague $20.000 si fallece cuando sea. Adicio-
nalmente se devuelve la prima pagada mas intereses si fallece durante los 5 primeros afios
de vigencia del contrato.

e Una persona de 23 afios estd interesada en una operaciéon de seguros que proporcione
rentas de $5.000 anuales desde los 65 a los 80 afios. Pasada esta edad, rentas de $10.000
anuales. Si fallece durante los 10 primeros afios de vigencia del contrato, se devuelve a los
beneficiarios la prima pagada.

4.2.2. Rentas vitalicias vencidas

En esta seccién se calculara el valor actuarial de rentas vitalicias cuyo pago comienza al fin
de cada periodo.
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4.2.2.1. Valor actuarial de una renta vitalicia anual unitaria, vencida, de vida comple-
ta. ay.

Como es una renta vencida, el primer pago se realizara en x+1, y seguird mientras siga con
vida.

Figura 42. Valor actuarial ax

1 1 1 1 Rentas anuales

| 1 | 1 1 1 ]
] | 1 1 I I 1
0 X x+1 x+2 x+3 w

Periodo de cobertura

a,= 1B F B F aB B o w

w
- Z tEx 4.15)
t=1

Si ala expresion 4.15 la pasamos a valores de conmutacién tendremos:

w
Dx+t (4.16)
Dx

t=1
Por lo tanto, la expresion 4.16 es igual a:

_Nx+1 (4.17)

x Dx

Ejercicios propuestos

Para los ejercicios utilice la tabla de mortalidad

o Calcular el valor actuarial de una renta vitalicia vencida de $15000 anuales para una per-
sona de 65 afios. La cobertura es hasta el fallecimiento.

e Una persona de 28 afios desea firmar una poéliza de seguros con las siguientes coberturas:



a. Un seguro de vida creciente en progresion aritmética, con cobertura desde hoy
hasta la edad 45, comenzando con una suma de $5.000 y creciendo $15000 por
periodo.

b. Una renta vitalicia vencida de $10.000, mientras viva. Calcule el valor de la pri-
ma Unica.

4.2.2.2. Valor actuarial de una renta vitalicia anual unitaria, vencida, temporal n
anos.

Figura 43. Valor actuarial ay.p)

Ultimo pago

Rentas anuales

L il L Il [l 1 |
I T T T T 1 1
0 X x+1 x+2 x+3 x+n w
Periode de cobertura
Ay )= 1Ex # 2Bx + 3BExtaBEx Foen i +nEx
n n
Dx+t (4.18)
= tEx =
Dx
t=1 t=1

La expresién 4.18, la podemos expresar de la siguiente manera:

_ Nx+1-Nx+n+1 (4.19)
a,. nl— Dx

Ejercicios propuestos

e Calcular el valor actuarial de una renta vitalicia vencida de $5000 para una persona de 36
afios de edad. La cobertura sera de 20 afios.

e Una persona de 45 afios desea contratar un plan de seguros y rentas vitalicias especifica-
do de la siguiente manera:

a. En caso de fallecimiento durante los primeros 15 afios se pagard a los beneficiarios de la
poliza la suma de $10.000.
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b. Rentas anuales vencidas de $12.000, por 10 afios.

Utilizar la tabla de mortalidad.

¢ Una persona de edad 45 desea contratar un plan de rentas vitalicias vencidas por 3 afios,
la tasa de interés a utilizar en esta operacién es de 4%, y las probabilidades se calcularan a
base de la tabla de mortalidad. Calcular la prima tnica.

4.2.2.3. Valor actuarial de una renta vitalicia anual unitaria, vencida, diferida, de

vida completa.

Figura 44. Valor actuarial m/a_

Periode de

difer

Rentas anuales

x+m+2 x+m+3

Periodo de cobertura

2 L

m/ax= m+1Ex F m2Ex F ma3BxtmaEx F e vrcre cie vrnen e ne e W

w
= Z tEx
t=m+1

(4.20)

La expresion 4.20 la podemos expresar como la diferencia de la renta vitalicia vencida de vida

entera y la temporal

c= 0y — a.t:n]

Por tanto, el valor actuarial de una renta vencida unitaria anual, diferido m afos y de vida

entera es:

_ Nx+m+1
mja,= ~Dx



Ejercicios propuestos

Calcular el valor actuarial de una renta vitalicia vencida de $12.000 anuales para una persona
de 40 afios. Segun las condiciones establecidas en el contrato, la cobertura comenzara desde los
65 afios.

4.2.2.4. Valor actuarial de una renta vitalicia anual unitaria, vencida, dife-
rida, temporal. n/nax

Figura 45. Valor actuarial _ 1

Ultimo pago

Periodo de

diferimiento 1 " 1 Rentas nnuales
1 1 1 [l 1 ] |
I I I I 1 T 1
0 X x+m x+m+l x+m+2 x+m+n w
Periodo de coberturs
Donde:
m/ndy= m+lEx + m+2Ex + m+3Ex+m+4Ex F o +rn+nEx
m+in m+n D it
X
= Z tEx = @21)
Dx
t=m+1 t=m+1

Ala expresion 4.21 podemos calcularla como la diferencia entre dos valores actuariales tem-
porales como se muestra a continuacion:

m/nlly = Qy.min] — Ay

Nx+m+1-Nx+m+n+1
m/mll = ox (4.22)
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Ejercicios propuestos

¢ Una persona de edad 33 desea contratar un plan de rentas vitalicias vencidas con cober-
tura desde los 40 a los 65 arios; la renta anual sera de $10.000 si sobrevive. Calcular la prima
unica. Para este ejercicio utilice la tabla de mortalidad

e Un individuo de 50 afnos desea contratar una renta vitalicia vencida con cobertura desde
los 67 hasta los 70 afios. La renta anual sera de $15.000 y se utilizaran los siguientes valores:
1.,,=19000, 1.,=18230, 1 ,=17500, 1,,=16984, 1, =15952. La tasa de interés a utilizar en esta
operacion sera del 5%.

Ejercicios propuestos de seguros de vida, rentas anticipadas y vencidas.

¢ Una persona de 25 afios quiere una operacion de seguros que consiste en el pago de
$20.000 si fallece entre los 25 y 26, $25.000 entre los 26 y 27, $30.000 si es entre los 27 y
28 y asi hasta los $100.000, valor que permanece constante hasta los 70, afio para el cual, se
extingue el beneficio; En caso de seguir con vida, empieza a recibir rentas anuales de $10.000
de por vida.

e Una persona de 30 afios desea contratar un plan de seguros que pague $50.000 si sobre-
vive hasta los 40, $100.000 si sobrevive a los 60 y pagos anuales de $12.000 desde los 72, de
por vida.

e Una persona de 45 afios quiere un seguro de vida por $50.000 en caso de siniestro cuando
sea que ocurra; ademas, si sobrevive alos 70, se le paga $5.000; si sobrevive alos 71, $10.000;
si sobrevive a los 72, $15.000, y asi hasta los 75 afios.

4.3. Rentas vitalicias anuales, variables y anticipadas

Como en el caso de los seguros de vida variable, en donde la suma asegurada crece en progre-
sion aritmética, las rentas vitalicias variables que veremos a continuacién son cuando la renta
anual crece en progresion aritmética. Ahora desarrollaremos la renta vitalicia variable anticipa-
da.



4.3.1. Renta variable anticipada de vida completa.

Figura 46. Valor actuarial 4 _

1 2 3 4 Rentas anuales
| | | [ 1
| | ] 1 | ] 1
0 X x+1 x+2 x+3 R w
Periodo de coberturn
Ta, =1+ 21E, + 3B HaE A5 4Bt o w
=1 HEx+ oBExt ot aBat =0/&x
1B b aE F aEat Bt o s =1/-:j._,f

2B F At AB —2/&.,

Por lo tanto (14), serd igual a:

u u Nx+t
> tfax= ) — (4.23)
t=0 t=0

La aplicacién de la expresion 4.23 para la resolucion del valor actuarial es un tanto complica-
da, para lo cual, es necesario ver un nuevo valor de conmutacion:

Valor de Conmutacién #7 (Ver anexo 2)

w
Sx=ZNx+:
t=0

Aplicando el valor de conmutacién # 7 a la expresion 4.23, el valor actuarial de una renta
vitalicia anticipada variable de por vida sera:

3, = ;_‘; (4.24)
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4.3.2. Renta variable, anticipada, diferida, de vida completa. /lay

Figura 47. Valor actuarial /14

Perioda de
diferimicnte . ) 5 Rentﬂs ﬂnuﬂles
1 1 1 1 1 1 ]
I L] ] I ] I 1
0 X xtm xtm+l xm+2 ... w
Periodoe de cobertura
md @y =mBx + 2 By 3 meBatd maaBact o w
X m
= ) m/i, = (4.25)
2, mlix = 2 =
t=m t=0

Si a la expresion 4.25 le aplicamos el valor de conmutacion niimero 7, el valor actuarial , /Iéy,

serdigual a:

_ Sx+m

i =
mAldix Dx

(4.26)

4.3.3. Renta variable, anticipada, temporal. léy.y

Figura 48. Valor actuarial Iéx:n|

Ultimo pago

Rentas anuales

1 2 3 4
1 1 | 1 l
1 | | || 1 | 1
0 X x+1 x+2 x+n-1 x+n W
Perindo de cobertura




lﬁ.‘:c:n|= 1 + 21Ex + 3 2B, +4 3E,+5 4Ex+

=1 HEc+ B+ 3Bt aBt +n1Ex = omdl,

1Ex + 2By + 3B+ 4Byt

....................................................... +n1Ex= 1/n-161,

aB F At aB it +n1E= zfn.z&x

= 0/nily+1/n-10y F 2/n-20 o werers vusserses s sensussmsrene P11 0 =

n=1
Zt/n—t&x
t=0

Por lo tanto, el valor actuarial de una renta vitalicia anticipada temporal creciente en progre-
sién aritmética sera:

n-1 n-1
. " (Nx+i) —(Nx+m) 4.27
; t/n—ta, = ; Dx ( )

Si ala expresion 4.27 le aplicamos el valor de conmutacion ntimero 7, el valor actuarial [ay.p|
quedara:

$x)— (Sx+n)— (nNx+n) (4.28)
I3, = Dx

4.3.4. Renta variable, anticipada, diferida y temporal. ,, /ldx

Figura 49. Valor actuarial _ 14,

Ultimo pago

Periodo de
diferimientn

i 2 3 Rentas anuales
1 1 1 L 1 L I
I 1 1 1 1 1 1
0 X x+m x+m+l1 x+m+n-1 x+m+n w

Periodo de cobertura
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)w’n-,&x =mEx + 2 m+]Ex +3 m+2Ex+4 m+3Ex+ ---------------------------------------- +n m+n-1Ex

Aplicando las deducciones realizadas en valores actuariales anteriores quedaria:

28 (Sx4+m)—(Sx+m+n)—(nNx+m+n)
mmléx = Dx

(4.29)

Ejercicios propuestos

1. Auna persona de 26 afios le interesa un plan de jubilaciéon que empiece pagando $5.000 a
los 65 afios, $7.000 a los 66, $9.000 a los 67 y asi mientras viva.

2. Auna persona de 29 afios le interesa una operacion de seguros que consiste en un seguro
de vida que pague $80.000 si esto ocurre antes de los 60 afios; si sobrevive a los 40 afios,
recibe $50.000. Ademas, se tiene un plan de jubilacién con una renta de $800, mensual an-
ticipado desde los 68 afios en adelante. Adicionalmente a esto, una bonificacién de $1000
semestral anticipada, desde los 70 afios y un pago anual adicional anticipado de $2000 desde
los 75 afios.

3. Auna persona de 26 afios le interesa un plan de jubilacién que empieza pagando $5000 a
los 65, $7000 a los 66, $9000 a los 67 y asi sucesivamente mientras viva.

4.4. Rentas vitalicias anuales variables y vencidas

4.4.1. Renta variable Vencida de vida completa.

Figura 50. Valor actuarial Ia_

1 2 3 Rentas anuales
| l | l l l |
| I I T I T 1
0 X x+l x+2 xtd . W

Periodn de coberturn




Ta, = 11E + 2B, 43 3E 44 dE b e w

= j ) E ) D Y C ) S =0 / a,
aBs F  3Eat ABat =1/a,
Y I ] N =2/a,

Por lo tanto lay serd igual a:

w w

Z t/a, = Z m;—:'l (4.30)

t=0 t=0

Aplicando el valor de conmutacion # 7, a la expresion 4.30, el valor actuarial de una renta
vitalicia vencida variable de por vida sera:

_Sx+1
Dx

(4.31)

Qy

4.4.2. Renta variable, Vencida, diferida, de vida completa. m/

Figura 51. Valor actuarial _/Ia_

i " ) Rentas anuales

| L | | L l |

I 1 1 T T T 1

1] X w+m stm+l aHm+l e W

Periedo de cobertura |

mAd @y = I By + 2 By +3 masBatd meaBat o w

i z’": Nx+m+1
= m = B ———

/ax Dx (4.32)

t=m t=m

Aplicando el valor de conmutacion # 7, a la expresion 4.32, el valor actuarial de una renta
vitalicia vencida variable diferida y de vida entera sera:
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_ Sx+m+1
Dx

mAa (4.33)

4.4.3. Renta variable, anticipada, temporal. lay.y

Figura 52. Valor actuarial la_ |
Ultime page

Rentas anuales
1 2

e L
=]

1 1 1
1 ] 1
0 X x+1 x+2 w+n-1 x+n W

Periodo de coberfura

laqu=1Ex*‘22Ek'¥35Eq+44Eg+ ................................................... +n nEx

= 0/nlyF1/n-10, + 2/0-20F s csresscnssns s ssrssnsssven T 0-1/10

n-1

=Zt/n—mx

Por lo tanto, el valor actuarial de una renta vitalicia anticipada temporal creciente en progresion
aritmética sera:

n=1 n=1
U (WNx+t+1) —(Nx+n+1) (4.34)
;t/n—mx— ;} Dx

Aplicando el valor de conmutacion # 7, a la expresion 4.34, el valor actuarial de una renta
vitalicia vencida temporal sera:

_(Sx+1D)-(Sx+n+1)-mNx+n+1)

la,, = — (4.35)
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4.4.4. Renta variable, anticipada, diferida y temporal. ,, ;play

Figura 53. Valor actuarial _, Ia_

/n

Periodo de

diferimicnite

Ultimo page

Rentas anuales
2 n
1 1

Aplicando las deducciones realizadas en valores actuariales anteriores quedaria:

m/nlax

_ xtmtn-l x+mi+n w

_ (Sx+m41)—(Sx+mtn+1)—(nNx+m+n+1)

Dx

Ejercicios propuestos

1. Calcular el valor actuarial de una renta anual anticipada de 5000 que crece en progresion
aritmética por 5 afios; usar la tasa de interés técnica del 4%. La edad actual de la persona es

de 50 anos.

2. Una persona de 35 afos desea recibir rentas vitalicias crecientes en progresion aritmética
vencidas, la cobertura empieza desde los 65 afios. El valor de la primera renta sera de 10.000.

Calcular la prima.

3. Una persona de 45 anos desea contratar un plan de rentas vitalicias de acuerdo a la si-

guiente estructura:

................................ +n m-l-nEx

(4.36)

a. Sillega convida alos 70 afios, recibird un pago de 50.000.

b. Llegado con vida a la edad 75, comenzard a recibir rentas anuales de 120000 que crecen
en progresion aritmética; el periodo de cobertura de la renta vitalicia sera de 0 afios.

Calcular la prima tnica.

4. Una persona de 35 afios desea contratar el siguiente plan de rentas vitalicias vencidas:

a. Desde hoy comenzara a recibir rentas de 10000 anuales por 10 afios.
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b. Después del periodo del punto g, las rentas creceran 10000 por afio, de vida entera.

NOTA: La suma asegurada del primer afio de la segunda cobertura sera 20.000.

4.5. Valores actuariales de rentas vitalicias fraccionadas

Hasta ahora hemos supuesto que las rentas vitalicias se pagan cada aflo de manera anticipada
o vencida. En la practica, estas se pagan en periodos inferiores a un afio: mensual, trimestral o
semestral. En el caso de la pensidn por jubilacion, por ejemplo, es una renta vitalicia anticipada
cuya frecuencia de pago es mensual.

4.5.1. Rentas vitalicias fraccionadas vencidas

En la practica, las rentas de supervivencia frecuentemente se pagan mensualmente, trimes-
tralmente, semestralmente, etc. En la siguiente seccion, veremos el calculo de valores actuariales
de rentas vitalicias fraccionadas. A diferencia de las rentas vitalicias anuales, en la nomenclatura
de las rentas vitalicias fraccionadas aparece un superindice (m), que significa.

4.5.1.1. Valor actuarial de una renta vitalicia de 1 unidad monetaria por afio paga-
dera por entregas de 1/m al final de cada m - ésimo de afio mientras sobreviva la
persona de edad x. aj’

1
ay' = — (/mEx * 2/mEx + 3/mBx * 4/mEx +......... +HEx + 1s1/mEx + 142/mEx
+1a3/mBxt 1eymBxt + ntt/mEx)
w
1
= —Z t/mEx
m
t=1

1 W
= —Zv‘f’“* t/mPx
m =1

w
1 sz +t/m
T m Dx
=1

w
LN e
=—— X m
meE_l /



Tomando el valor aproximado a manera de ejemplo:

n+tmex ~ nEx + i (n+1Ex - nEx)

Por ejemplo:
107Ex = 10Ex + 0,70 ( 11Ex - 10Ex)

Entonces se tiene:

m

m
t
Zn+tme =Zn€x+a(n+ 1Ex —nEx)

t=1 t=1

mnEx + mTH( n+1Ex - nEx)

m=1 4+l
5 nEx +Tn+1Ex

Entonces:

Por lo tanto, ax™ sera igual a:

1 m
—Z n+t/mEx =
m

=1

m-—1
—nEx +
2m

m+1
n+ 1Ex
m

w
m—=1_ m+1
a, +

a
2m 2Zm *

=0

m-—1 m+1

~om T

a
2Zm *

m-—1
a, ™ — g +( - ) (4.37)
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4.5.1.2. Valor actuarial de una renta vitalicia de 1 unidad monetaria por afio pagade-
ra por entregas de 1/m al final de cada m - ésimo de afio, diferida, mientras sobrevi-
va la persona de edad x. n/ax(m)

m-1
was™ =nEx* azam™ =nEx (a,,, + H)

m-1
wax™ =y a, + —nEZm X (4.38)

4.5.1.3. Valor actuarial de una renta vitalicia de 1 unidad monetaria por afio pagade-
ra por entregas de 1/m al final de cada m - ésimo de afio, temporal, mientras sobre-
viva la persona de edad x. a(m)x:n

Se puede calcular la diferencia entre el de vida entera y el diferido de vida entera.

amy., = a, (™ - ya,(m

amy. = ayn+ %1 - ]!IEI) {439)

4.5.1.4. Valor actuarial de una renta vitalicia de 1 unidad monetaria por afio paga-
dera por entregas de 1/m al final de cada m - ésimo de afio, diferida y temporal,
mientras sobreviva la persona de edad x. n/max(m)

Se lo puede calcular con la diferencia entre dos rentas fraccionadas temporales.

Ay = alm) . - glml,. (4.40)
o
k@™ = g m_ e (m) (4.41)

Tanto la ecuacion 4,40 como la 4,41 son iguales; la primera, estd planteada en términos de
rentas temporales; mientras que, la segunda, esta planteada en términos de rentas diferidas de
vida entera.

Deduccién



Utilizando la ecuacion 4.41 tenemos:

n@x™ = pay +n;;1 nEx — ( n+ivlx +ﬂl--1 n+kEx)
e Zm
L nf](ﬂx"'ml;l nEx— 1“_-.lll‘i'liEl
2m Zm
_ m-1
——— mlﬁ {nEg— |l+kEl) (442)

Ejercicios propuestos

1. ;Cudl es el valor actual actuarial de una renta que desea recibir una persona de 60 ainos,
de $500 mensuales vencidas hasta su fallecimiento?; utilizar la tabla actuarial, utilizar la tasa
del 4%.

2. ;Cudl es el valor actual actuarial de una renta que desea recibir una persona de 45 afios,
de $1500 mensuales vencidas por 20 afios?; utilizar la tabla actuarial, utilizar la tasa del 4%.

3. Una persona de 55 afios quiere saber la prima que tendra que pagar, por una renta vita-
licia trimestral, con cobertura por 10 afios, comenzado desde los 60; utilizar la tasa del 4%.

4.5.2. Rentas vitalicias fraccionadas anticipadas

4.5.2.1. Valor actuarial de una renta vitalicia de 1 unidad monetaria por afio paga-
dera por entregas de 1/m al inicio de cada m - ésimo de afio, mientras sobreviva la
persona de edad x. d4(m)

Serd igual a:

1 W
= — t
E J/ mEx
=0

1 ¢ t
=—vm*—Px
m m

*" om (4.43)
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4.5.2.2. Valor actuarial de una renta vitalicia de 1 unidad monetaria por afio pagade-
ra por entregas de 1/m al inicio de cada m - ésimo de aiio, diferida, mientras sobre-
viva la persona de edad X. j /i, (m)

- . m=1
iy (M= yfip—— kEx
2imn

Naxsk~"g Dtk (4.44)

fy (M=
kfdx D

4.5.2.3. Valor actuarial de una renta vitalicia de 1 unidad monetaria por aiio paga-
dera por entregas de 1/m al inicio de cada m - ésimo de aiio, temporal, mientras
sobreviva la persona de edad x. a(m),.

eim) — s(m -1
A = A T (1)

Nx—Ny4n—3— (Dx—Dx+n) (4.45)
Dx

ﬁ(m):l:n=

4.5.2.4. Valor actuarial de una renta vitalicia de 1 unidad monetaria por afio paga-
dera por entregas de 1/m al inicio de cada m - ésimo de aiio, diferida y temporal,
mientras sobreviva la persona de edad x. y /,dx(m).

u v -1
k/mdx (m)= k/ndx = r:_m(kE: - n+kE:[)

m-—1
Nx+k—Nx+k+n— waﬂt —Dx+k+n) (4.46)

7 (m) _
kinfx Dx

Ejercicios propuestos

1. Una persona de 30 afios quiere un plan de jubilacién que le pague $1000 mensual desde
los 65 afos. Determine la prima.

2. Una persona de 25 afios quiere un plan de jubilacién que pague $1000 mensual desde los
65 aflos. Determine la prima.

3. Interpretar y expresar en simbolos de conmutacion las siguientes funciones:
a. 6/5130

s (4)
b. 7/12334
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c. 120*a3s5.15(12)

- (2)
d 9 /43‘40

5. Una empresa que lleva funcionando 40 afios, dispone de la siguiente informacién:

a. Elvalor actuarial de 200 unidades monetarias pagaderas el primero de enero de
2005; sila empresa sigue funcionando es de 72 unidades monetarias.

b. Laprima unica neta de unarenta de 100 unidades monetarias, pagaderas anual-
mente, si sigue funcionando la empresa durante 10 afios, comenzando el primero
de enero de 1996, es de 841 unidades monetarias.

c. La prima unica neta de una anualidad de 1000 unidades monetarias pagadera

trimestralmente a la empresa, durante 10 afios desde el primero de enero de 1995,
es igual a unidades monetarias.

Ejercicios propuestos de fin de capitulo

1. Una persona de edad 45 desea contratar el siguiente plan de seguros y rentas vitalicias:
a. Sifallece entre los 45 y 46 la suma asegurada sera de 20.000; si fallece entre los
46y 47,1a suma sera de 25000; si fallece entre los 47 y 48, la suma sera de 30000;
la suma seguiré creciendo en progresién de 5000 por afio hasta la edad 55.

b. Después de la cobertura de (a) la suma asegurada se mantendra en 100000.

c. Adicional, sillega con vida a la edad 65, comenzara a recibir rentas vitalicias de
5000 por afio, recibiendo la dltima renta si llega con vida a la edad 85.

Calcular la prima

2. Calcular la Prima que tendra que pagar una persona de 50 afios que desea contratar el
siguiente plan de seguros y rentas vitalicias:

a. Si fallece durante los 5 primeros afios de vigencia del contrato, una suma de
20000 creciente la progresién aritmética; después de este periodo, la suma crecera
10000 por afio, manteniendo la progresién de la cobertura anterior.

b. Sillega con vida ala edad 70, recibird un pago tnico de 50000.
3. Calcular la Prima que tendra que pagar una persona de 50 afios que desea contratar el

siguiente plan de rentas vitalicias: rentas de 3000 creciente en progresién aritmética por 3
afios; calcular con una tasa de 5,25%.
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Capitulo 5

Valores actuariales a primas netas

Sila pérdida del asegurador es como la variable aleatoria asociada al valor financiero actual
de las prestaciones que debe pagar el asegurador, menos la variable aleatoria asociada al valor
financiero actual de las primas que debe pagar el asegurado. Por lo tanto, el principio de equiva-
lencia actuarial visto en la primera parte de este texto se expresa asf:

E(X) =0 (5.1)

Es decir, la pérdida esperada del asegurador es 0, la expresién 5.1 puede escribirse de la si-
guiente manera:

E[Valor financiero actual de las prestaciones
- Valor actual de la primas netas] = 0

Siguiendo con la nomenclatura expuesta en la seccién 1.6 en donde:
m=E({)

Donde: (§) esta asociada al valor financiero actual de las prestaciones previstas a cargo del
asegurador. Mientras que, el pago de la prima puede acordarse al momento de la firma del con-
trato de seguros, hacerlo una vez al inicio. En tal caso diremos que la pdliza esta liberada me-
diante el pago de una prima tnica.

Cuando el pago de la prima no se efectda una sola vez (prima tinica) sino se realizan pagos
anuales, a estos pagos se les llama primas netas, representadas por la letra Px. Si la frecuencia de
pagos fuera menor a un afio, la representaremos como P(m), siendo m el nimero de periodos en
los que se ha fraccionado el afio.

Se considera que los pagos que hace el asegurado a la compafiia de seguros son anticipados
(pues, para que el asegurador comience a asumir riegos es necesario pagar una prima); mientras
que, el pago que realiza el asegurador es vencido (pago al fin del afio de fallecimiento).

Hasta este punto, hemos calculado el valor de prima tnica, pero, en la practica no pasa eso;
los aseguradores cobran primas anuales, mensuales, trimestrales, semestrales, etc. Por tal moti-
vo, veremos en esta secciéon como calcularlas.
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5.1. Valor actuarial de primas netas de seguros de vida

Para un seguro de vida completa Ax, sea Px el pago anual mientras sobreviva, por lo tanto, el
valor actuarial de esta prima neta es:

Pa, = A,
A
P ==
ax
M,
P = N, (5.2)

Para un seguro temporal quedaria:

- — 1
Px;nax:n - Ax:‘n

p A
xn = %
! ax:‘n
Mx—Mx+n

P = 53
o Nx—Nx+n (53)

Para un valor actuarial de supervivencia: 1 = nEx

P, 14,., = nEx

Px;nl = :E
Dx+n
mel " Nx-Nx+n (5.4)

Para un seguro mixto: Seguro de vida temporal y valor actuarial en caso de supervivencia:

P _ Mx—Mx+n+ Dx+n
xmn Nx - Nx+n (5.5)
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5.2. Primas fraccionadas

Cuando el asegurado hace pagos m veces al afio, si m=12, la prima es mensual, si m=2, se dice
que el pago de la prima es semestral, etc.

Estas primas fraccionadas pueden ser de dos tipos:

a. Prima fraccionada con caracter liberatorio: El asegurador no descuenta de la indemniza-
cién las primas fraccionadas no pagadas el resto del afio de fallecimiento.

b. Prima fraccionada sin caracter liberatorio: El asegurador descuenta de la indemnizacion
las primas fraccionadas no pagadas durante el resto del afio de fallecimiento.

NOTA: En este libro nos enfocaremos en la primera clasificacién.
Prima fraccionada con caracter liberatorio:
De vida entera:

R = A,

Ay

(m)
P —
x 3 gm}

(5.6)

Temporal:

m)l..(m
Pjg:n} 3,5;:-:} = Azlc:n
Ayn

a5

1
P =

En valores de conmutacion:

my1 _ Mx — Mx +n
Px-n

= = 5.7
Nx — Nx +n—2-2(Dx — Dx + n) S
2m
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Temporal y de supervivencia (mixto):

Ax:n
m
P, J:'::n} . (11t)
ax:ﬂ.

En valores de conmutacion:

m
th::n] =

Mx—Mx+n+Dx+n
Nx —Nx+n—2_"(Dx—Dx +n)

(5.8)

5.3. Reservas técnicas de seguros

Las reservas técnicas se deben reflejar en el balance de las compafiias de seguros y reasegu-
ros en el pasivo y servirdn para atender a las contingencias derivadas de los contratos de seguros
que emitan, asi como de desviacion en la siniestralidad. Constituir estas reservas es de caracter
obligatorio para toda compania de seguros y reaseguros establecida en el Ecuador (Superinten-
dencia de Compafifas Valores y Seguros, 2020).

En el mercado ecuatoriano la ley pide a las compafiias de seguros y reaseguros establecer
reservas de:

g

Reserva de riesgos en curso

Reservas por insuficiencia de primas

Reserva para siniestros pendientes avisados

Reserva para siniestros ocurridos y no reportados
Reservas matematicas

Reservas relacionadas con los contratos de seguros de vida

Reservas de desviacion de siniestralidad

Toda compaiiia de seguros y reaseguros, para otorgar una cobertura, debe estar en la capa-
cidad financiera de afrontar las pérdidas potenciales mientras dure la vigencia de la pdliza de
seguros emitida.

Es importante distinguir entre dos tipos de siniestros:
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a. Siniestros reportados y que estan en proceso de ajuste y liquidacion

b. Siniestros ocurridos, pero, no reportados

Los costos de los siniestros son reconocidos cuando ocurren; en consecuencia, la reserva
técnica de obligaciones pendientes debe incluir:

e Los costos de siniestros reportados y que estan en proceso de liquidacion.

¢ Una estimacién de los costos de siniestros ocurridos, pero, no reportados. Esta reserva
sera constituida por cada siniestro.

Para el calculo de la reserva de siniestros avisados sera necesario sumar:

Total, de reclamaciones reportadas y parcialmente pagadas, el total de reclamaciones incurri-
das, pero, no suficientemente reportadas y gastos derivados del pago de siniestros. Para estable-
cer esta reserva la compafia de seguros debera conocer la ocurrencia del siniestro.

Para el calculo de reservas de siniestros ocurridos y no reportados no se considerara para el
célculo, los montos de recuperacién ni salvamento.

5.4. Ejercicio propuesto

1. Determinar en simbolos de conmutacién la prima anual neta pagadera cada 4 meses du-
rante 20 aflos que proporciona una renta diferida de $15 mensuales, correspondientes a una
empresa que lleva funcionando 30 afos y cuyo primer pago se realiza al fin de los 50 afios.
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Capitulo 6

Tipologia de coberturas

Cuando hablamos de cobertura nos referimos al grado de reconocimiento de la pérdida, es
decir, la responsabilidad maxima del asegurador. En la practica no siempre existe una cobertura
del 100% de la pérdida, sino que las coberturas son parciales.

Exceso de pérdida

Existe un contrato en que se especifica un deducible equivalente a d, si una pérdida de magni-
tud ocurre como un evento aleatorio discreto o continuo X. El asegurador solo asumir4 el exceso
de perdida sobre d. La estructura de pagos sera:

Figura 54. Estructura de pagos

Exceso de
péerdida
X-d

Deducible
d=0

Lo que efectivamente pagara el asegurador en el caso continuo viene dado por:
E(X) = [{(x - d)f (¥)dx @D

Si integramos por partes y aplicando la ecuacién diferencial

14

E(Y) = f 1— f(x)dx

d

(6.2)
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Esto es el valor esperado de la pérdida expresado en funcién de distribuciéon acumulativa de
supervivencia.

Si X~uniforme (1,9),donde d=3

1
f@=3

Segun las condiciones planteadas, el criterio de pago sera:

x € (1,3),elpagoseride0;Y =0

x €(3,9),elpagoseradeY — 3
Siendo asi la funcion de distribucion sera:

re= [ roa=[ ta=[ foa=ti=i-1

¢ x—1
B0 = [1-C5d
d

E(Y) = f %}dx

3

9

E{Y)=%f9—xdx

3

g 1 9 x%9
= — % -
M) =g*9% -3

E(Y)= %* (9(9) - g;) - (9(3) - 2—2) =2.25
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Tipos de deducibles
Tipo franquicia
Se define las variables Y, X y d

=[{}siX£d
XsiX>d (6.3)

El valor esperado de la pérdida es:

E(Y) = fx*f(x)dx
d

(6.4)
Tomando los datos del ejercicio anterior:
9
E(Y f Lax =X]° — 450
= * — - — = 4,
)= ] x*gd*=1¢|3 (6.5)

3

Deducible tipo prorrateo

Se pretende reconocer un valor de pérdida proporcional al prorrateo del excedente de la pér-
dida sobre el deducible basico. Existen dos limites: d; y d5; dy > dy > 0

0 x<d,
x_—dlsid <x<d
dz-dl 1 - 2

x x>d2

Y=(d2

Ad =d, —d,
dy > d,

d,
dy — dy

>1lcond; >0 (6.6)
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La légica obedece a la teoria de las distribuciones truncadas, lo cual, ocurre cuando se des-
conocen los pagos asociados a la cola inferior de las distribuciones. En el truncamiento se des-
conocen las pérdidas por debajo de los deducibles, mas no su frecuencia; es decir, se conoce la
frecuencia mas no la severidad.

Limite de pagos

Es el pago maximo que el asegurador esta dispuesto a pagar en un reclamo. Su estructura
sera:

XsiX<M
Y_{MHX>M (6.7)

En este caso, el valor esperado de la pérdida pagada por el seguro sera:
M 3
E(Y)= f xf(x)dx+ M f M f(x)dx (6.8)
0 M

Si combinamos un exceso de pérdida, con un limite maximo de cobertura, teniendo un dedu-
cible d y un limite maximo M, quedara:

x—dsid<x<M

0siX<d
Y =
M—dsiX>M (6.9)

El valor esperado sera:

M
Hn:fg_@ﬂ@n+w-®ﬂ—ﬂﬂ) (6.10)
d
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Capitulo 7

Seguros sociales y colectivos
(sistema de reparto y capitalizacion)

Hasta este momento, nos hemos enfocado en el calculo de los valores actuariales de seguros
y rentas vitalicias individuales. Recordemos que su valor actuarial debe guardar el principio de
equivalencia, que viene dado por la expresion vista en la seccion 1.6:

[T=P +Pe +c

En los seguros sociales y colectivos se mantiene este mismo principio, el cual, en este caso,
lo llamaremos principio de equivalencia colectiva, que hace referencia a mantener un equilibrio
entre las aportaciones y las prestaciones.

Aportaciones = Prestaciones

Bajo este principio de equivalencia colectiva podemos considerar tres aspectos:

1. El colectivo: Grupos demograficos abiertos con cierta estructura.
2. Equidad: En ocasiones se responde a un principio social mas que individual, por ejemplo,
aquellos que estén préximos a jubilarse necesitaran aportaciones del grupo, ya que con sus

aportaciones no llegan a cubrir sus derechos reconocidos por ley.

3. Salario: Tanto aportaciones como prestaciones se calculan a base del salario.

Hay ciertas diferencias entre los seguros sociales y los individuales:

En cuanto al &mbito de proteccidn, el seguro social va destinado a proteger a aquellas a per-
sonas econdmicamente débiles.

e Los seguros sociales son obligatorios.

e Las primas son pagadas en cierta proporcion por el empleador.
e Los seguros sociales tratan de abarcar a toda la poblacién.

e Enlos seguros sociales se pretende una mayor solidaridad.

¢ Laadministracién de los seguros sociales es de caracter publico.
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7.1. Aspectos de naturaleza econémica

Existen aspectos importantes a la hora de valorar actuarialmente los seguros sociales y colec-
tivos. A continuacion, los detallamos:

a. Aspectos demograficos

Figura 55. Distribucidn de la poblacién

1970 2010 2050

Humero de personas Mumers de personas Numern de personas

Subcidio Famikiar Trabajo [ Aportacianes Iubilscion | Prestaciones

En la figura anterior se pueden ver tres graficos de distribucién de la poblacién, en donde en
el eje vertical tenemos el nimero de personas y en el eje horizontal, las edades.

El primer grafico, corresponde a la poblaciéon de 1970; el segundo grafico, a la poblaciéon del
afio 2010 y el tercer grafico, a la poblacién (proyectada) del 2050.

El eje horizontal (edad) esta dividido en tres partes: entre 0-A (Edad de subsidio familiar),
A-B (Edad de trabajo) en donde se generan las aportaciones del sistema y mayor que B (edad
jubilacién) en donde los jubilados reciben sus rentas.

A medida que avanzamos en el tiempo, la estructura de la poblacién va cambiando, la pobla-
cién envejece, cada vez hay menos nacidos; mientras que, cada vez hay mas personas adultas y
adultos mayores.

Un aspecto que habra que tener en cuenta en el tiempo a través de un analisis demografico
dindmico son las migraciones entre grupos de edades; es decir, las personas que hace cinco afios
estuvieron en edad de subsidio familiar hoy estaran en edad de trabajo y en el futuro estaran en
edades de jubilacion.

Aqui surge la pregunta: si el sistema es solidario, ;qué efectos tendran en el sistema los cam-
bios demograficos? Para responder a esa pregunta nos remitimos a la siguiente férmula:



Numero aportantes

Nimero jubllados ;Cuéntos aportantes hay por cada jubilado?

La sostenibilidad del sistema se discutira en parrafos posteriores. Por el momento, mostrare-
mos datos demograficos del Ecuador (piramide poblacional), realizados por el Instituto Nacio-
nal de Estadisticas y Censos (INEC):

Figura 56. Piramide poblacional afio 2012

2012

200.000 150.000 100.000 50.000 (o] 50.000 100.000 150.000 200.000

Nota. Adaptado de Estimaciones de proyecciones de poblacion, Instituto Nacional de Estadistica y Censos, (INEC,
2010) (https://www.ecuadorencifras.gob.ec/documentos/web-inec/Poblacion_y_Demografia/Proyecciones
Poblacionales/presentacion.pdf)
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Calculo Actuarial

Figura 57. Piramide poblacional afio 2020

2020

200.000 150.000 100.000 &O.000 o] S0.000 100.000 150.000 200.000

Nota. Adaptado de Estimaciones de proyecciones de poblacién, Instituto Nacional de Estadistica y Censos,(INEC,

2010)  (https://www.ecuadorencifras.gob.ec/documentos/web-inec/Poblacion_y_Demografia/Proyecciones
Poblacionales/presentacion.pdf)

Figura 58. Piramide poblacional afio 2030

2030

200.000 150.000 100.000 50.000 o] 50.000 100.000 150.000 200.000

Nota. Adaptado de Estimaciones de proyecciones de poblacion, Instituto Nacional de Estadistica y Censos, (INEC,

2010)  (https://www.ecuadorencifras.gob.ec/documentos/web-inec/Poblacion_y_Demografia/Proyecciones
Poblacionales/presentacion.pdf)
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Figura 59. Piramide poblacional afio 2040

2040

200.000 150.000 100.000 50.000 (] 50.000 100.000 150.000 200.000
Nota. Adaptado de Estimaciones de proyecciones de poblacion, Instituto Nacional de Estadistica y Censos, (INEC,
2010) (https://www.ecuadorencifras.gob.ec/documentos/web-inec/Poblacion_y_Demografia/Proyecciones_
Poblacionales/presentacion.pdf)

Figura 60. Piramide poblacional afio 2050

200.000 150.000 100.000 50.000 0 50.000 100.000 150.000 200.000

Nota. Adaptado de Estimaciones de proyecciones de poblacidn, Instituto Nacional de Estadistica y Censos, (INEC,
2010) (https://www.ecuadorencifras.gob.ec/documentos/web-inec/Poblacion_y_Demografia/Proyecciones_
Poblacionales/presentacion.pdf)
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Como podemos observar, pasamos de una piramide triangular (poblacién joven) a una pira-
mide mas estacionaria y posterior (afio 2050) a una pirdmide un tanto regresiva (envejecimien-
to de la poblacién).

b. PIB (Real)

Cuando hay una caida en el PIB real, hay una contraccién de la economia, caen los niveles de
empleo, por lo tanto, el nivel de aportaciones baja y también el nivel de produccion del pais, lo
que afecta al empleo y al financiamiento de las aportaciones y al sistema de pensiones.

Sin lugar a dudas, los recursos de la seguridad social provienen de la renta nacional; a mayor
renta, habra generalmente una mayor propensiéon marginal al ahorro, por lo que los objetivos de
la seguridad social estaran, en parte, cubiertos. Los paises con bajo nivel de renta, normalmente,
presentan problemas con el financiamiento del seguro social; en estos casos, se deberia utilizar
un sistema de prima escalonada.

c. Inflaciéon

El objetivo en este caso es permitir que el ahorro de A-B sea lo suficientemente grande como
para financiar el consumo pasado B.

Como vimos anteriormente, el caracter de los seguros sociales es mas redistributivo y soli-
dario, pero, el analisis del efecto redistributivo debe analizarse conjuntamente con el estudio de
la financiacién y la norma de prestaciones, ya que ambas pueden potenciar o contrarrestar di-
chos efectos redistributivos. Por ejemplo, vemos que las aportaciones patronales son facilmente
transferibles a los precios de los productos, en donde los que sostienen la carga son los consumi-
dores; de esta manera, se aminora el efecto redistributivo de las prestaciones.

En este punto, es necesario discutir un efecto importante llamado de “doble incidencia”, cuan-
do aumenta la cuantia de las aportaciones, aumentan los precios (ya que aumentan los costos
de produccion o de salarios), con lo que disminuye el poder de compra de los consumidores. En
el corto plazo esto contribuird a que estos pidan aumentos salariales, contribuyendo asi a una
piramide inflacionaria.

Si el Estado subvenciona a la seguridad social, su contribucién al proceso redistributivo es
mas amplia, ya que se trata de fondos que provienen de todos los contribuyentes, aportantes o
no; es decir, si la financiacion al seguro social se hace con cargo a impuestos, esto es, mediante
politica fiscal progresiva, los efectos seran favorables para el sector laboral.



7.2. Provision social

Para que una persona de alguna manera puede mantener su nivel de vida en edad de jubila-
cién puede recurrir a tres tipos de ingresos:

1. Pensién que se recibe de la seguridad social (salarios, afios de aportaciones, coeficiente
de edad)

2. Ahorro individual

3. Jubilacién patronal

7.3. Tipos de sistemas

7.3.1. Sistema de reparto

Las aportaciones actuales son destinadas a los jubilados actuales “solidaridad intergenera-
cional”; es decir, repartir afo a afio todas las cargas o prestaciones que produce el grupo entre
los cotizantes o aportantes. El principal riesgo de este sistema es el “demografico”, se basa en
solidaridad intergeneracional.

Figura 61. Sistema de reparto
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Las personas que aportan reinen todos sus aportes en un fondo (A”), y a su vez este se repar-
te a las personas en edad de jubilacion.

Este sistema se enfrenta al “PROBLEMA DE LA ULTIMA GENERACION”, quienes luego de n
afios, seran quienes aporten para los jubilados y para ellos mismo, pues, ya no existe quien les
aporte; es decir, deberdn generar un ahorro individual.

Este sistema se caracteriza por ser de beneficio definido: El beneficio del aportante esta
previamente definido por la ley de seguridad social, cédigo del trabajo.

A continuacién, demostramos como se forma el equilibrio financiero-actuarial en un sistema
de reparto puro. Si x+ r es la edad en la que un individuo comienza a recibir las prestaciones,
consideremos un grupo demografico cuya estructura es la siguiente:

Tabla 12. Sistema de reparto

Edad Numero aportantes Salario medio
X Ix WX
x+1 Ix+1 wx+1
X+2 Ix+2 WX+2
x+1-1 Ix+r-1 wx+r-1
X+r Ix+r WX+T

Supuestos:

La estructura demografica permanece constante.

La pension de jubilacién permanece constante (@ wx+r)
ANO 1

Prestaciones

& wx+r * Ix+r (7.1)



Aportaciones

x4r-1

C1+ EE Wil (12)
x=h

Donde:
w es el Salario nominal

La equivalencia colectiva se obtiene igualando 7.2y 7.3

x+r=1
OWysr * Lyyr = C1 Whly (7.3)

x=h

Donde C1 es la cuota de aportacion para el primer ano. Despejando C1 de la expresién 7.3
tenemos:

Wy * Ly

Cl=—FF—7——
YT W,

(7.4)

En donde la expresidon 7.4 es la cuota que permite mantener el equilibrio aportaciones y
prestaciones en el afo 1.

ANO 2
Prestaciones

OWysr * by + OWoro % Ligrsa

OWesr * Lowr + OWygr * Loy + Pryr

OWyesr * Lesr(1+ Pyyy) (7.5)
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Aportaciones

xX+r-=1

c2 Z Wy, (7.6)

x=h

Equilibrio aportaciones y prestaciones en el afio dos se obtiene al igualar la expresion 7.5 y
7.6:

x+r=1

OWyr * Lesr (L + Peyy) = C2 Z Whln

x=h

(7.7)
Si despejamos C2 de la expresién 7.7, tenemos las cuotas que permite mantener el equilibrio

aportaciones y prestaciones en el afio 2:

_ OWyesr * Lyr (1 + Pryy) (7.8)
L3tk Waln

(A

Generalizacion: En un afio k las prestaciones, aportaciones y la ecuacién de equilibrio seran:

Prestaciones:
OWerr * Lear(1 4+ Pryy + 2Py + o +k — 1P y) (7.9)
Aportaciones:
X+r—1
Ck= ) Whelh (7.10)
x=n

Igualando la expresion 7.9y 7.10, y despejamos, tendremos la cuota que permite mantener
el equilibrio aportaciones y prestaciones:

Wipr * Ly (14 Py + 2Py 4 -+ — 1Pyy) (7.11)

Ck =
YIS Whxlh




Como se observa, a medida que avanzamos en los afios, los numeradores son crecientes, las
fracciones anuales de los salarios destinadas a las aportaciones también son crecientes, es decir,
C1<C2<(C3<......Ck

Démonos cuenta que parte de la expresion que esta entre paréntesis en la ecuacion 7.11 es la
esperanza de vida abreviada:

Popr +2Pssr + ok — 1P = €,y r (7.12)

En donde es la esperanza de vida abreviada, por lo tanto, nuestra ecuacién de equilibrio que-
darfa:

K = 0% Wepr * Ler (1 + €444)
YT Wh« Ik (7.13)

Sin embargo, la pensién de jubilacién no es constante. Supongamos que en el afio k es
kes 8(1 + §) W,.,, entonces, la prima o cuota de dicha anualidad sera C’p:

C. = (1 + )Wy * sy (L + Py + 2Py + -+ k= 1Pyy)
n zx+r—1 Wh Ik (714)

xX=n

Cc. = O(1+ Wiy * Lyr (1 + €44)

" YT Wh+ h =Q@+s)«Ck

(7.15)

Donde Ck es la prima calculada con pension constante. En consecuencia, en un sistema de re-
parto puro simple, las primas varian en la misma proporcién que las prestaciones. La variacion
conjunta de la pension de jubilacién y de los salarios de los aportantes tiene el siguiente efecto:

pension de jubilacion: 8(1 + S)W,.,.,

salario medio anual: Wh * (1 + a) (7.17)

La nueva prima de equilibrio C"', sera:

_ (1 + S)Wyir * Leyr (1 + €444)
n -1 ywh « (1 + a)lh

e

= (1 + B)Ck (7.18)
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En donde:

(1+5s)

m={1+ﬁ)

En donde:

_(1+5)

e

Ahora romperemos el supuesto inicial de estructura demografica estable en el tiempo, ya
que normalmente se produce una caida del nimero de aportantes; la viabilidad del sistema se
basa en la existencia de una realimentaciéon adecuada del grupo mediante la entrada de nuevos
miembros, deseablemente jovenes, que permitan financiar las prestaciones reconocidas por los
pasivos.

En conclusion, un sistema de reparto simple puro tiene las siguientes caracteristicas:

e No acumula recursos.
e Su aplicacion practica exige obligatoriedad en la afiliacion.
¢ Sistema muy sensible a cambios demograficos.

¢ El sistema se basa en una transferencia de recursos intergeneracional, de aportantes a
pensionistas.

7.3.2. Sistema de capitalizacion

“Yo ahorro para mi mismo”. Después de n afios se paga el fondo que se ha ahorrado, lo que
sirve para mi jubilacién.

Ahorro individual. El principal riesgo de este sistema es el riesgo de mercado con las tasas
de interés.



Figura 62. Sistema de capitalizacion

Estado

problema de la primera
0 hoy: Creacién de Fondo generacion

Depende del capital, interés, tiempo.

¢ Riesgo principal en este sistema, riesgo de inversion, relacionado con las tasas de interés.

¢ Se hace uso de los instrumentos de renta fija, los cuales, son altamente sensibles a la tasa
de interés.

e Sepresenta el problema de la “PRIMERA GENERACION”.,

Aportacion definida: El riesgo lo asume el empleado/aportante. Los beneficios dependen de
la inversiéon (de como haya resultado esta inversion).

En capitalizacion individual, la ecuacién de equivalencia entre primas y prestaciones se es-
tablece persona por persona; mientras que, en una capitalizacion colectiva, la ecuacién de equi-
valencia se establece para todos (grupo homogéneo, por ejemplo, personas de una misma cate-
goria profesional).

Dado que el grupo estad compuesto por personas cuyas edades son X1, X2, X3......Xh.

e Las ecuaciones de equivalencia individuales seran:
P1* axl:xxr-x1= R1 * xr-x1Ex1* axr
P2 * ax2:xr-x2= R2 * xr-x2Ex2* axr

P3 * ax3:xr-x3= R3 * xr-x3Ex3* axr
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Si sumamos los tres equilibrios tendremos:

Ph * axh:xr-xh= Rh * xr-xhExh* axr (7.19)

En donde:
Rh = Renta anual de jubilaciéon
Xr = Edad de retiro

Ph = Prima o cuota constante

¢ En un sistema de capitalizacién colectiva la ecuaciéon quedaria:

h h

P, Z Qi (xr-xi) = Z xr — xi Eya,, R,
i=1 i=1

h -
_ i Xxr —xiEya,. R,

P
‘ Tl 1 A (xr—xp) (7.20)
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Tabla 13. Tabla de Mortalidad

Anexo 1

X Ix dx S(x) F(x) Px qx My ey ef

0 100000 894 1 0 0,99106 0,00894 77,01333 77,51333
1 99106 79 0,99106 0,00894 0,99920287 0,00079713 0,00488882 76,6990192 77,1990192
2 99027 47 0,99027 0,00973 0,99952538 0,00047462 0,00063609 75,7594091 76,2594091
3 98980 37 0,9898 0,0102  0,99962619 0,00037381 0,00042431 74,7949081 75,2949081
4 98943 32 0,98943 0,01057 0,99967658 0,00032342 0,00034868 73,8225039 74,3225039
5 98911 28 0,98911 0,01089 0,99971692  0,00028308  0,0003033 72,8460636 73,3460636
6 98883 27 0,98883 0,01117 099972695 0,00027305 0,00027811 71,8664078 72,3664078
7 98856 26 0,98856 0,01144 099973699 0,00026301 0,00026807 70,8857631 71,3857631
8 98830 24 0,9883 0,0117  0,99975716  0,00024284 0,00025296 69,9041485 70,4041485
9 98806 22 0,98806 0,01194 0,99977734  0,00022266 0,00023278 68,9208854 69,4208854
10 98784 22 098784 0,01216 0,99977729  0,00022271 0,00022271 67,9360119 68,4360119
11 98762 23 098762 0,01238 0,99976712  0,00023288 0,00022782 66,9509224 67,4509224
12 98739 22 098739 0,01261 0,99977719  0,00022281 0,00022787 659662849 66,4662849
13 98717 25 0,98717 0,01283 0,99974675 0,00025325 0,00023806 64,9807632 65,4807632
14 98692 30 0,98692  0,01308 0,99969602  0,00030398 0,00027865 63,9969704 64,4969704
15 98662 39 0,98662 0,01338 0,99960471 0,00039529 0,00034969 63,0161258 63,5161258
16 98623 46 0,98623  0,01377 0,99953358 0,00046642 0,00043095 62,0406497 62,5406497
17 98577 54 0,98577  0,01423 0,9994522 0,0005478  0,00050724 61,0691338 61,5691338
18 98523 63 0,98523  0,01477 0,99936056  0,00063944  0,0005938 60,1020574 60,6020574
19 98460 67 0,9846 0,0154  0,99931952  0,00068048 0,00066018 59,1398741 59,6398741
20 98393 72 0,98393  0,01607 0,99926824 0,00073176 0,00070637 58,179464 58,679464
21 98321 76 0,98321 0,01679 0,99922702 0,00077298 0,00075265 57,2213362 57,7213362
22 98245 79 0,98245 0,01755 0,99919589  0,00080411 0,00078886 56,2648277 56,7648277
23 98166 77 0,98166 0,01834 0,99921561  0,00078439 0,00079456 55,3093026 55,8093026
24 98089 80 0,98089 0,01911 0,99918441 0,00081559 0,00080031 54,3519355 54,8519355
25 98009 82 0,98009 0,01991 0,99916334 0,00083666 0,00082646 53,3954841 53,8954841
26 97927 80 0,97927  0,02073 0,99918306 0,00081694 0,00082714 52,4393579 52,9393579
27 97847 77 097847 0,02153 0,99921306 0,00078694 0,00080226 51,4814149 51,9814149
28 97770 77 0,9777 0,0223 0,99921244  0,00078756  0,00078756 50,5211721 51,0211721
29 97693 80 097693 0,02307 0,99918111 0,00081889 0,00080355 49,5602039 50,0602039
30 97613 81 097613 0,02387 0,99917019 0,00082981 0,00082469  48,600002 49,100002
31 97532 82 097532  0,02468 0,99915925 0,00084075 0,00083563 47,6395337 48,1395337
32 97450 87 0,9745 0,0255  0,99910723  0,00089277 0,00086713 46,6787789 47,1787789
33 97363 91 097363  0,02637 0,99906535 0,00093465 0,00091412 45,7195957 46,2195957
34 97272 98 097272  0,02728 0,99899252 0,00100748 0,00097154 44,7614319 45,2614319
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35 97174 106  0,97174 0,02826 0,99890917 0,00109083 0,00104971 43,8055653 44,3055653
36 97068 117  0,97068 0,02932 0,99879466 0,00120534 0,00114874 42,8523097 43,3523097
37 96951 123 0,96951 0,03049 0,99873132 0,00126868 0,00123778 41,9028169 42,4028169
38 96828 129  0,96828 0,03172 0,99866774 0,00133226 0,00130132 40,9547755 41,4547755
39 96699 137 096699 0,03301 0,99858323 0,00141677 0,00137546 40,0080766 40,5080766
40 96562 151 096562 0,03438 0,99843624 0,00156376 0,00149138 39,0634204 39,5634204
41 96411 171 096411 0,03589 0,99822634 0,00177366 0,00167011 38,1230358 38,6230358
42 96240 189 0,9624 0,0376  0,99803616  0,00196384  0,0018705 37,1889963 37,6889963
43 96051 185  0,96051 0,03949 0,99807394 0,00192606 0,00194684 36,2602055 36,7602055
44 95866 207  0,95866 0,04134 0,99784074 0,00215926 0,00204476 35,3282498 35,8282498
45 95659 241  0,95659 0,04341 0,99748063  0,00251937 0,00234207 34,402534 34,902534
46 95418 249  0,95418 0,04582 0,99739043  0,00260957 0,00256776 33,4868997 33,9868997
47 95169 254 095169 0,04831 0,99733106 0,00266894 0,00264274 32,5718984 33,0718984
48 94915 317  0,94915 0,05085 0,99666017  0,00333983 0,00300896 31,6563873 32,1563873
49 94598 356  0,94598 0,05402 0,99623671 0,00376329 0,00355791 30,7591175 31,2591175
50 94242 371 094242 0,05758 0,99606333  0,00393667 0,00385742 29,8715329 30,3715329
51 93871 391 093871 0,06129 0,99583471 0,00416529 0,00405922 28,9856399 29,4856399
52 93480 436 0,9348 0,0652 0,9953359 0,0046641 0,0044245 28,1026958 28,6026958
53 93044 478 0,93044 0,06956 0,99486265 0,00513735  0,0049128 27,2296978 27,7296978
54 92566 518  0,92566 0,07434 0,99440399 0,00559601 0,00538116 26,3651449 26,8651449
55 92048 555 0,92048 0,07952 0,99397054 0,00602946 0,00582972 25,5078872 26,0078872
56 91493 608 091493 0,08507 0,99335468 0,00664532  0,0063576  24,656553 25,156553
57 90885 655 0,90885 0,09115 0,99279309 0,00720691 0,00695025 23,8148099 24,3148099
58 90230 717 0,9023 0,0977  0,99205364 0,00794636 0,00760555 22,9804278 23,4804278
59 89513 783  0,89513 0,10487 0,99125267 0,00874733 0,00838196 22,1564912 22,6564912
60 88730 859 0,8873 0,1127  0,99031895 0,00968105 0,00925702 21,3431872 21,8431872
61 87871 922  0,87871 0,12129 0,98950735 0,01049265 0,01013816  20,542056 21,042056
62 86949 1008 0,86949 0,13051 0,988407 0,011593 0,01110441 19,7492783  20,2492783
63 85941 1087 0,85941 0,14059 0,98735179 0,01264821  0,0121948 18,9691882 19,4691882
64 84854 1186 0,84854 0,15146 0,98602305 0,01397695 0,01340221 18,1993778 18,6993778
65 83668 1252 0,83668 0,16332  0,9850361 0,0149639  0,01457627 17,4431802 17,9431802
66 82416 1323 0,82416 0,17584 0,98394729 0,01605271 0,01562997 16,6929722 17,1929722
67 81093 1418 0,81093 0,18907  0,9825139 0,0174861  0,01691187 15,9489968 16,4489968
68 79675 1562 0,79675 0,20325 0,98039536  0,01960464 0,01872007 15,2150486 15,7150486
69 78113 1679 0,78113 0,21887  0,9785055 0,0214945  0,02076412 14,4993023 14,9993023
70 76434 1836 0,76434 0,23566 0,97597928  0,02402072  0,0230214  13,7958369 14,2958369
71 74598 1992 0,74598 0,25402 0,97329687  0,02670313 0,02569003 13,110767 13,610767
72 72606 2151 0,72606  0,27394 0,97037435 0,02962565 0,02856974  12,443035 12,943035
73 70455 2311 0,70455 0,29545 0,96719892  0,03280108 0,03171222 11,7923923 12,2923923
74 68144 2519 0,68144 0,31856 0,96303416 0,03696584 0,03550874 11,1583999 11,6583999
75 65625 2714 0,65625 0,34375 0,95864381  0,04135619 0,03995104 10,5483276 11,0483276




76 62911 2921 0,62911 0,37089 0,95356933  0,04643067 0,04488942 9,96024543 10,4602454
77 59990 2999  0,5999 0,4001  0,95000833  0,04999167 0,04941383 9,39653276 9,89653276
78 56991 3323 0,56991 0,43009 0,94169255 0,05830745 0,05568048 8,83837799 9,33837799
79 53668 3433 0,53668 0,46332 0,93603265 0,06396735 0,06309068 8,32371245 8,82371245
80 50235 3872 0,50235 0,49765 0,92292227 0,07707773  0,0731576  7,82420623 8,32420623
81 46363 3455 0,46363 0,53637 0,92547937  0,07452063 0,07882685 7,39412894 7,89412894
82 42908 3818 0,42908 0,57092 0,91101892  0,08898108 0,08531752 6,90899133 7,40899133
83 39090 3826  0,3909 0,6091 090212331 0,09787669 0,09809784 6,48613456 6,98613456
84 35264 3886 0,35264 0,64736 0,88980263 0,11019737 0,10987983 6,08135776 6,58135776
85 31378 3871 0,31378 0,68622 0,87663331 0,12336669  0,12421105 5,71065715 6,21065715
86 27507 3650 0,27507 0,72493  0,8673065 0,1326935  0,13701467 5,37357763 5,87357763
87 23857 3348 0,23857 0,76143 0,85966383  0,14033617 0,14678835 5,04271283 5,54271283
88 20509 3356 0,20509 0,79491 0,83636452 0,16363548 0,16495229 4,70266712 5,20266712
89 17153 3159 0,17153 0,82847 0,81583396 0,18416604 0,19111757  4,4270973 4,9270973
90 13994 2781 0,13994 0,86006 0,80127197 0,19872803 0,21254963 4,20072888 4,70072888
91 11213 2158 0,11213 0,88787 0,80754481  0,19245519 0,21765579 3,99455989  4,49455989
92 9055 1808 0,09055 0,90945 0,80033131 0,19966869 0,21824311 3,7082275 4,2082275
93 7247 1584 0,07247 092753  0,7814268 0,2185732  0,23468165 3,38388299 3,88388299
94 5663 1404 0,05663  0,94337 0,75207487  0,24792513  0,2657766  3,05067985 3,55067985
95 4259 1220 0,04259 0,95741 0,71354778  0,28645222 0,31121264 2,72669641 3,22669641
96 3039 1011 0,03039 096961 0,66732478  0,33267522 0,37099215 2,41987496 2,91987496
97 2028 781  0,02028 097972 0,61489152  0,38510848 0,44539392 2,12771203 2,62771203
98 1247 552 0,01247 098753 0,55733761  0,44266239 0,53544676 1,8340016 2,3340016
99 695 350 0,00695 099305 0,49640288 0,50359712 0,64247576 1,49640288 1,99640288
100 345 345  0,00345 0,99655 0 1 1 1,5
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Anexo 2

Tabla 14 . Valores de Conmutacion al 4%

X Dx Cx Mx Rx Nx Sx

0 100000 859,6153846 6760,946771 377485,6135  2424215,384 53214974,03
1 95294,23077 73,03994083 5901,331386 370724,6667  2324215,384 50790758,65
2 91556,02811 41,78282886 5828,291445 364823,3353  2228921,153 48466543,26
3 87992,85958 31,62775507 5786,508616 358995,0439  2137365,125 46237622,11
4 84576,89107 26,30166742 5754,880861 353208,5353  2049372,266 44100256,99
5 81297,63206 22,12880672 5728,579194 347453,6544  1964795,374 42050884,72
6 78148,67125 20,51778096 5706,450387 341725,0752 1883497,742 40086089,35
7 75122,43534 18,99794533 5685,932606 336018,6248  1805349,071 38202591,6
8 72214,11296 16,86208165 5666,934661 330332,6922 1730226,636 36397242,53
9 69419,785 14,86241171 5650,072579 324665,7575 1658012,523 34667015,9
10 66734,93085 14,29078049 5635,210168 319015,685 1588592,738 33009003,37
11 64153,91196 14,36573214 5620,919387 313380,4748  1521857,807 31420410,64
12 61672,08808 13,21262989 5606,553655 307759,5554  1457703,895 29898552,83
13 59286,87206 14,43687707 5593,341025 302153,0018  1396031,807 28440848,93
14 56992,17087 16,65793508 5578,904148 296559,6607  1336744,935 27044817,13
15 54783,50637 20,82241885 5562,246213 290980,7566  1279752,764 25708072,19
16 52655,62601 23,61516931 5541,423794 285418,5104  1224969,258 24428319,43
17 50606,79446 26,65591853 5517,808625 279877,0866  1172313,632 23203350,17
18 48633,72337 29,90247272 5491,152706 274359,278 1121706,837 22031036,54
19 46733,29307 30,5779254 5461,250234 268868,1252 1073073,114 20909329,7
20 44905,2808 31,59601935 5430,672308 263406,875 1026339,821 19836256,59
21 43146,55859 32,06860939 5399,076289 257976,2027  981434,5399 18809916,77
22 41455,00696 32,05238033 5367,007679 252577,1264  938287,9813 17828482,23
23 39828,53124 30,03935352 5334,955299 247210,1187  896832,9744 16890194,25
24 38266,6253 30,00934418 5304,915946 241875,1634  857004,4431 15993361,27
25 36764,82267 29,5765171 5274,906601 236570,2475  818737,8178 15136356,83
26 35321,21451 27,74532561 5245,330084 231295,3409  781972,9952 14317619,01
27 33934,96094 25,67776529 5217,584759 226050,0108  746651,7807 13535646,02
28 32604,09237 24,69015893 5191,906993 220832,426 712716,8197 12788994,24
29 31325,39866 24,66549344 5167,216834 215640,5191  680112,7273 12076277,42
30 30095,91014 24,01328087 5142,551341 210473,3022  648787,3287 11396164,69
31 28914,36185 23,37475109 5118,53806 205330,7509  618691,4186 10747377,36
32 27778,89626 23,84619306 5095,163309 200212,2128  589777,0567 10128685,94
33 26686,63098 23,98324015 5071,317116 195117,0495  561998,1604 9538908,884
34 25636,23886 24,83471613 5047,333876 190045,7324  535311,5295 8976910,724




35 24625,39495 25,82888452 5022,49916 184998,3985 509675,2906 8441599,195
36 23652,43549 27,41273121 4996,670275 179975,8994  485049,8957 7931923,904
37 22715,3137 27,71010798 4969,257544 174979,2291 461397,4602 7446874,008
38 21813,93768 27,94405823 4941,547436 170009,9715 438682,1465 6985476,548
39 20946,99602 28,53559912 4913,603378 165068,4241 416868,2088 6546794,402
40 20112,80673 30,24196706 4885,067779 160154,8207 395921,2128 6129926,193
41 19308,99527 32,93031309 4854,825812 155269,7529 375808,406 5734004,98
42 18533,4113 34,99679023 4821,895498 150414,9271 356499,4108 5358196,574
43 17785,59099 32,93857444 4786,898708 145593,0316 337965,9995 5001697,163
44 17068,59123 35,43807125 4753,960134 140806,1329 320180,4085 4663731,164
45 16376,66888 39,67193967 4718,522063 136052,1728 303111,8172 4343550,755
46 15707,12506 39,41235628 4678,850123 131333,6507 286735,1484 4040438,938
47 15063,59251 38,65747025 4639,437767 126654,8006 271028,0233 3753703,79
48 14445,5661 46,39013502 4600,780296 122015,3628 255964,4308 3482675,766
49 13843,57726 50,09369106 4554,390161 117414,5825 241518,8647 3226711,336
50 13261,03829 50,19651951 4504,29647 112860,1924  227675,2874 2985192,471
51 12700,80184 50,8678186 4454,099951 108355,8959 214414,2491 2757517,184
52 12161,44164 54,54054916 4403,232132 103901,796 201713,4473 2543102,934
53 11639,15334 57,49466853 4348,691583 99498,56383 189552,0056 2341389,487
54 11133,99893 59,90955563 4291,196914 95149,87225 177912,8523 2151837,482
55 10645,85864 61,72000924 4231,287359 90858,67533 166778,8534 1973924,629
56 10174,68253 65,01345394 4169,56735 86627,38797 156132,9947 1807145,776
57 9718,335134 67,34535098 4104,553896 82457,82062 145958,3122 1651012,781
58 9277,207663 70,88463983 4037,208545 78353,26673 136239,9771 1505054,469
59 8849,507344 74,432294 3966,323905 74316,05818 126962,7694 1368814,492
60 8434,709383 78,51623507 3891,891611 70349,73428 118113,2621 1241851,722
61 8031,781248 81,03336699 3813,375376 66457,84267 109678,5527 1123738,46
62 7641,833218 85,18441716 3732,342009 62644,46729 101646,7714 1014059,908
63 7262,732138 88,32747773 3647,157592 58912,12528 94004,93822 912413,1362
64 6895,068809 92,66540637 3558,830114 55264,96769 86742,20608 818408,198
65 6537,208449 94,05977492 3466,164708 51706,13758 79847,13727 731665,992
66 6191,71758 95,5709958 3372,104933 48239,97287 73309,92882 651818,8547
67 5858,0036 98,49386014 3276,533937 44867,86794  67118,21124 578508,9259
68 5534,201909 104,3231322 3178,040077 41591,334 61260,20764 511390,7146
69 5217,024857 107,8243739 3073,716944 38413,29392 55726,00573 450130,507
70 4908,545681 113,3719422 2965,89257 35339,57698 50508,98087 394404,5013
71 4606,38352 118,2738965 2852,520628 32373,68441 45600,43519 343895,5204
72 4310,941027 122,8023398 2734,246732 29521,16378  40994,05167 298295,0852
73 4022,333263 126,8623749 2611,444392 26786,91705 36683,11065 257301,0335
74 3740,765763 132,9620554 2484,582017 24175,47266 32660,77738 220617,9229
75 3463,928101 137,7450676 2351,619962 21690,89064 28920,01162 187957,1455
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76 3192,955029 142,549084 2213,874894 19339,27068 25456,08352 159037,1339
77 2927,599983 140,7265369 2071,32581 17125,39578 22263,12849 133581,0503
78 2674,273447 149,9327603 1930,599273 15054,06997 19335,52851 111317,9218
79 2421,484015 148,9383916 1780,666513 13123,4707 16661,25506 91982,39334
80 2179,411623 161,5231834 1631,728121 11342,80419 14239,77105 75321,13828
81 1934,064916 138,5843628 1470,204938 9711,076068 12060,35942 61081,36723
82 1721,093441 147,2545634 1331,620575 8240,87113 10126,29451 49021,00781
83 1507,642976 141,8876071 1184,366012 6909,250555 8405,201067 38894,7133
84 1307,7691 138,5699167 1042,478405 5724,884543 6897,558091 30489,51224
85 1118,900372 132,7259956 903,9084878 4682,406139 5589,78899 23591,95415
86 943,1397468 120,3351062 771,1824923 3778,497651 4470,888618 18002,16516
87 786,530035 106,1332812 650,8473861 3007,315158 3527,748872 13531,27654
88 650,1455986 102,2950819 544,7141049 2356,467772 2741,218836 10003,52767
89 522,8449167 92,58680316 442,419023 1811,753667 2091,073238 7262,308831
90 410,1486937 78,37311576 349,8322198 1369,334644 1568,228321 5171,235593
91 316,0006282 58,47688428 271,4591041 1019,502425 1158,079627 3603,007272
92 245,3698736 47,10834765 212,9822198 748,0433206 842,0789993 2444,927644
93 188,8242231 39,68453384 165,8738721 535,0611009 596,7091257 1602,848645
94 141,8772192 33,82204589 126,1893383 369,1872287  407,8849026 1006,139519
95 102,5983571 28,25916063 92,3672924 242,9978905 266,0076834 598,2546167
96 70,39310586 22,5173482 64,10813177 150,6305981 163,4093263 332,2469332
97 45,16833051 16,72567997 41,59078357 86,52246629 93,01622041 168,837607
98 26,70540706 11,36680703 24,86510361 44,93168272 47,8478899 75,82138657
99 14,31146899 6,93001404 13,49829658 20,06657912 21,14248283 27,97349667
100  6,831013839 6,568282538 6,568282538 6,568282538 6,831013839 6,831013839




Tabla 15. Valores de Conmutacioén al 3.88%

X Dx Cx Mx Rx Nx Sx

0 100000 860,6083943 7215,538852 410505,8118 2484136,553 55517722,00
1 95404,31267 73,20878672 6354,930458 403290,273 2384136,553 53033585,44
2 91767,67749 41,92779614 6281,721671 396935,3425 2288732,24 50649448,89
3 88298,1545 31,77415138 6239,793875 390653,6209 2196964,562 48360716,65
4 84968,37458 26,45393448 6208,019723 384413,827 2108666,408 46163752,09
5 81768,28479 22,28262675 6181,565789 378205,8073 2023698,033 44055085,68
6 78691,89218 20,68426901 6159,283162 372024,2415 1941929,749 42031387,65
7 75732,00362 19,17422504 6138,598893 365864,9583 1863237,856 40089457,9
8 72884,17928 17,0382024 6119,424668 359726,3594 1787505,853 38226220,04
9 70144,85945 15,03499442 6102,386466 353606,9348 1714621,673 36438714,19
10 67509,85858 14,47342551 6087,351471 347504,5483 1644476,814 34724092,52
11 64973,83865 14,56614217 6072,878046 341417,1968 1576966,955 33079615,7
12 62532,44834 13,41242938 6058,311904 335344,3188 1511993,117 31502648,75
13 60183,39961 14,67211882 6044,899474 329286,0069 1449460,668 29990655,63
14 57920,83 16,94892431 6030,227355 323241,1074 1389277,269 28541194,96
15 55740,49236 21,2106292 6013,278431 317210,88 1331356,439 27151917,69
16 53637,33034 24,08323566 5992,067802 311197,6016 1275615,947 25820561,25
17 51609,85048 27,21565698 5967,984566 305205,5338 1221978,616 24544945,31
18 49654,96616 30,5656525 5940,768909 299237,5492 1170368,766 23322966,69
19 47769,74833 31,2921918 5910,203257 293296,7803 1120713,8 22152597,93
20 45954,21833 32,37141894 5878,911065 287386,5771 1072944,051 21031884,13
21 44205,42058 32,89356094 5846,539646 281507,666 1026989,833 19958940,08
22 42521,41967 32,91489313 5813,646085 275661,1264 982784,4123 18931950,24
23 40900,29618 30,88333143 5780,731192 269847,4803 940262,9926 17949165,83
24 39341,7545 30,88811909 5749,84786 264066,7491 899362,6964 17008902,84
25 37841,4208 30,47778405 5718,959741 258316,9012 860020,9419 16109540,14
26 36397,53608 28,62381927 5688,481957 252597,9415 822179,5211 15249519,2
27 35009,43555 26,52139589 5659,858138 246909,4595 785781,9851 14427339,68
28 33675,28411 25,53080082 5633,336742 241249,6014 750772,5495 13641557,69
29 32391,95486 25,53475871 5607,805941 235616,2646 717097,2654 12890785,14
30 31156,55502 24,888278 5582,271183 230008,4587 684705,3105 12173687,88
31 29967,94482 24,25446736 5557,382905 224426,1875 653548,7555 11488982,57
32 28824,36395 24,77223556 5533,128437 218868,8046 623580,8107 10835433,81
33 27722,97897 24,94338556 5508,356202 213335,6762 594756,4467 10211853
34 26662,56044 25,8587866 5483,412816 207827,32 567033,4678 9617096,555
35 25640,83397 26,92501729 5457,55403 202343,9072 540370,9073 9050063,087
36 24656,20357 28,60909016 5430,629012 196886,3531 514730,0734 8509692,18
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37 23706,66581 28,95285232 5402,019922 191455,7241 490073,8698 7994962,106
38 22792,25028 29,23102289 5373,06707 186053,7042 466367,204 7504888,237
39 21911,71071 29,88428908 5343,836047 180680,6371 443574,9537 7038521,033
40 21063,40673 31,70789184 5313,951758 175336,8011 421663,243 6594946,079
41 20244,96397 34,56643493 5282,243866 170022,8493 400599,8363 6173282,836
42 19454,23215 36,77801986 5247,677431 164740,6055 380354,8723 5772683

43 18690,82321 34,65503376 5210,899411 159492,928 360900,6401 5392328,127
44 17958,05117 37,32785224 5176,244377 154282,0286 342209,8169 5031427,487
45 17249,97593 41,83576921 5138,916525 149105,7842 324251,7658 4689217,67
46 16563,83994 41,61003893 5097,080756 143966,8677 307001,7898 4364965,905
47 15903,55741 40,86020589 5055,470717 138869,787 290437,9499 4057964,115
48 15268,68678 49,09012696 5014,610511 133814,3162 274534,3925 3767526,165
49 14649,29915 53,07047199 4965,520384 128799,7057 259265,7057 3492991,772
50 14049,06579 53,24084269 4912,449912 123834,1853 244616,4065 3233726,067
51 13471,08125 54,01517999 4859,209069 118921,7354 230567,3408 2989109,66
52 12913,91055 57,982057 4805,19389 114062,5264 217096,2595 2758542,319
53 12373,58374 61,19318878 4747,211833 109257,3325 204182,349 2541446,06
54 11850,22743 63,83707905 4686,018644 104510,1206 191808,7652 2337263,711
55 11343,77501 65,84219331 4622,181565 99824,102 179958,5378 2145454,946
56 10854,23386 69,43572024 4556,339371 95201,92043 168614,7628 1965496,408
57 10379,38394 72,00932243 4486,903651 90645,58106 157760,5289 1796881,645
58 9919,696432 75,88127843 4414,894329 86158,67741 147381,145 1639121,116
59 9473,306662 79,77104928 4339,01305 81743,78308 137461,4485 1491739,971
60 9039,700131 84,24512237 4259,242001 77404,77003 127988,1419 1354278,523
61 8617,815073 87,04635332 4174,996879 73145,52803 118948,4418 1226290,381
62 8208,886524 91,61113247 4087,950525 68970,53115 110330,6267 1107341,939
63 7810,667 95,10105238 3996,339393 64882,58062 102121,7402 997011,3124
64 7423,831369 99,88689812 3901,23834 60886,24123 94311,07316 894889,5722
65 7046,658509 101,5070545 3801,351442 56985,00289 86887,24179 800578,4991
66 6681,953197 103,2570706 3699,844388 53183,65145 79840,58328 713691,2573
67 6329,1199 106,5379279 3596,587317 49483,80706 73158,63008 633850,674
68 5986,184348 112,9736352 3490,049389 45887,21974 66829,51018 560692,0439
69 5649,622002 116,9000856 3377,075754 42397,17035 60843,32583 493862,5338
70 5321,704075 123,0565879 3260,175669 39020,0946 55193,70383 433019,2079
71 4999,877639 128,5255838 3137,119081 35759,91893 49871,99976 377825,5041
72 4684,602679 133,600696 3008,593497 32622,79985 44872,12212 327953,5043
73 4376,028375 138,1771767 2874,992801 29614,20635 40187,51944 283081,3822
74 4074,403084 144,9881791 2736,815624 26739,21355 35811,49106 242893,8628
75 3777,232733 150,3773165 2591,827445 24002,39793 31737,08798 207082,3717
76 3485,772793 155,8016681 2441,450129 21410,57048 27959,85525 175345,2837
77 3199,774759 153,9873592 2285,64846 18969,12036 24474,08245 147385,4285




78 2926,273287 164,2506155 2131,661101 16683,4719 21274,30769 122911,346
79 2652,724054 163,3497698 1967,410486 14551,81079 18348,03441 101637,0384
80 2390,292947 177,3569171 1804,060716 12584,40031 15695,31035 83289,00395
81 2123,656701 152,3452414 1626,703799 10780,33959 13305,01741 67593,69359
82 1891,991206 162,0633547 1474,358557 9153,635794 11181,3607 54288,67619
83 1659,260486 156,3370545 1312,295203 7679,277237 9289,369498 43107,31549
84 1440,948743 152,857874 1155,958148 6366,982034 7630,109012 33817,94599
85 1234,270296 146,5805169 1003,100274 5211,023886 6189,160269 26187,83698
86 1041,588809 133,0497311 856,5197573 4207,923612 4954,889973 19998,67671
87 869,6349137 117,4828964 723,4700262 3351,403854 3913,301164 15043,78673
88 719,6704668 113,365056 605,9871297 2627,933828 3043,66625 11130,48557
89 579,4251507 102,7247138 492,6220737 2021,946699 2323,995784 8086,819319
90 455,0584502 87,05512867 389,89736 1529,324625 1744,570633 5762,823535
91 351,0065292 65,02986797 302,8422313 1139,427265 1289,512183 4018,252902
92 272,8662903 52,44787745 237,8123633 836,5850336 938,5056535 2728,740719
93 210,2266415 44,23364491 185,3644859 598,7726703 665,6393632 1790,235066
94 158,1408656 37,74267843 141,130841 413,4081844 455,4127217 1124,595703
95 114,491501 31,57137515 103,3881625 272,2773435 297,271856 669,1829811
96 78,64377793 25,1856337 71,81678739 168,8891809 182,780355 371,9111251
97 50,52073704 18,72926869 46,63115368 97,07239354 104,1365771 189,1307701
98 29,90447894 12,74315375 27,901885 50,44123986 53,61584006 84,99419298
99 16,0443693 7,778107634 15,15873125 22,53935486 23,71136111 31,37835292
100 7,66699181 7,380623614 7,380623614 7,380623614 7,66699181 7,66699181
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Anexo 3

Figura 63. Numero de sobrevivientes a la edad x
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Figura 64. Numero de fallecidos a la edad x
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Figura 65. Tabla de la probabilidad de fallecimiento
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Figura 66. Fuerza de mortalidad
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Anexo 4

Deducciones estadisticas

1. Experimento de Bernoulli

Cuando la muestra contiene dos posibles probabilidades: éxito y fracaso; es decir, un experi-
mento que tenga dos posibilidades, es un experimento de Bernoulli.

Representemos como:

P (E)= Probabilidad de éxito = P

P (F)= Probabilidad de fracaso (1-P)

Definimos a la variable aleatoria X como el nimero de éxitos observados.
Entonces:

La probabilidad del evento X=0 sera la probabilidad de fracaso

P (x=0)=P (F) = (1-P) (1.1)

La probabilidad del evento X=1 sera la probabilidad de éxito

P(x=1) = P(E) = P (1.2)

Con estos conceptos la distribucion de Bernoulli sera:

f(x) = p*(1 — P)1™*; X=0,1 (1.3)

En donde x toma valores de 0 o 1, por lo tanto:
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f(0) = (1 —p) (14)
f(1) = p (15)

La media de una distribucién de Bernoulli:

w=E[x] = 0+f(0)+1xf(1) = f(1) =p (1.6)

La varianza de una distribucién de Bernoulli:

Para calcular la varianza es necesario calcular

E[x?] = 0%f(0) + 1%f(1) (1.7)
—f(1)=p (18)
Varianza=o? =E[x’] - =p—-p?=p*(1—p) (1.9)

Entonces, en la distribucién de Bernoulli la media es igual a P, y la varianza es igual a P (1-P).

Ejemplo

Si u=0,7 calcular la varianza:

=¢?=0,7+030=0,21

La funcién generadora de momentos de la distribucién de Bernoulli sera:

M, (t) = E[e™] = ef(0) + e!*f(1) (1.10)
= f(0) + e'f(1) (1.11)
=(1-p)+ep (1.12)
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2. Experimento binomial
Se repite el experimento de Bernoulli “n” veces, siendo “n” fijo tal que:
Las repeticiones son independientes entre si.
La probabilidad de éxito se mantiene constante para todas las repeticiones.
La probabilidad de éxito se mantiene constante para todas las repeticiones.

Sea x la variable aleatoria del nimero de éxitos en n repeticiones.

Q = {FFF ......F, FFF ......E, EFF......F,} (1.13)
Sea F = fracaso y E= Exito

;Cuantos elementos tiene este espacio de muestra? = 2n

P(X = 0) = P{FFF......F} (1.14)

La probabilidad para X=0 es que todas tengan fracaso. Si la probabilidad de éxito se mantiene
constante, entonces, la probabilidad de fracaso también.

Por lo tanto, la probabilidad para que salga el primer fracaso es (1-P), la probabilidad para
que salga el segundo fracaso es (1-P) y asi sucesivamente. Por lo tanto, para P(X=0) tendremos:

Px=0)=P{(1-p)*(1=P)*x(1=p)....,,(1=P)} (1.15)
Siendo asi, la probabilidad de fracaso es

Ahora, ;cudl es la probabilidad de P(X=1)?

p(x=1)=np(1-p)"! (1.16)
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“._n

Hay “n” posibilidades de éxito y el (n-1); se debe a que para observar un éxito hay (n-1) fra-
caso. Es decir, el éxito puede estar en el primer experimento, en el segundo, en el tercero, hasta

“«_n

el “n”.
Ahora, ;cudl es la probabilidad de P(X=2)?
(Cuantos éxitos hay? 2; por lo tanto, tengo p2.
;Cuantos fracasos? (1-p)n-2
¢De cuantas maneras diferentes van a estar distribuidos los dos éxitos y n fracasos?
Para responder a esta pregunta supongamos n =5

Q) = {EEFFF, EFEFF, EEFEF, EFFFE, FEEFF, ... ... ....... } (1.17)

Se calcula mediante combinaciones:
&) (1.18)

Por lo tanto:

px=2)=(3)p*(1-p)" %;x=0,123.....n (1.19)

Al generalizar tenemos la distribucién binomial:
PX =x)=f(0) = (Pp*@-p"™ (1.20)

En toda funciéon de distribucién la suma de las probabilidades es 1. Probemos con la distri-
bucién binomial.

Tr=of(0) =1 =T,,(Jp*A —p"™ (1.21)

Utilizando el criterio del binomio de Newton que dice:
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x+y)" = (Py*x"* (1.22)
Obtenemos:

p+@-pI"=1 (1.23)

Media y varianza de una distribucién binomial.

Media:

u=E[X] =Ziox* f(x) = Bioox * (p* (L —p)" " (1.24)

En este punto requerimos de la funcién generadora de momentos, en donde la derivada de la
funcién generadora de momentos en t =0 nos dard el valor esperado. Y la segunda derivada de la
funcién generadora de momentos en t=0 nos dard la varianza.

M, (t) = E[e™] = Zige™ * f(x) (1.25)

= ST et x (Yp* (1 - p)" (1.26)
Se reordena la expresion:

=D Q- (1.27)

Aplicando el binomio de Newton tendremos la funcién generadora de momentos de una dis-
tribucién binomial.

[pe’ + (1 - p)I" (1.28)
Por tanto:
M(t) = [pet + (1 —p)]" (1.29)

Con la funcién generadora de momentos saquemos la media:
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M'(t) = n[pe* + (1 —p)]""* = pet (1.30)
Si evaluamos cuando t =0

M'(0) = n[pe® + 1 — p]™ ! « pe0 (1.31)

nlp+1-p"* (1.32)

Por lo tanto, la media de una distribuciéon binomial es:

=n*p (1.33)

Si sacamos la segunda derivada de la funcion generadora de momentos y la evaluamos en t=0,
tendremos la varianza.

M”(t) =np(np —p + 1) = (np)* — np* + np = E[x?] (1.34)
VAR = E[x?] — u? (1.35)
VAR =np(1—p) (1.36)

Distribucion uniforme

Tiene forma rectangular y queda definida por valores minimos y maximos. Por ejemplo, po-
see un valor minimo (a) y un maximo (b), la altura de la distribucién es constante o uniforme
para todos los valores entre ay b.
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Figura 67. Distribucidn uniforme

f(x)

Por lo tanto:

x~uniforme(a,b)

Cuando su funcién de densidad esté dada por:

FOx) = { ﬁ six € (a,b) ] (137)

0 en olro caso

Es decir, los valores que puede tomar esta variable aleatoria deben estar entre ay b.

La funcién de densidad es:

F(x)=P(X <x)= [ f(x)dx (1.38)

Esta integral produce los siguientes valores:

0 six<a

X=a .

Esmc:x{b (1.39)
1 six=bh



Graficamente la funcién de distribucién viene dada por:

Figura 68. Funcidon de distribucion

F(x)

1 = = o o o - - e e .. . .. - . .

Distribucion exponencial

Resulta al considerar en un proceso de Poisson la variable continua, que tomara valores en
el intervalo (0, o), la variable aleatoria es el tiempo (t) entre la ocurrencia de dos sucesos con-
secutivos.

Su funcién de distribucioén es:
P(t > to) = P(cero sucesos en el intervalo 0, ta) = e~Ato (1.40)
Siendo la tasa media de sucesos por unidad de tiempo, entonces:

F(to)=P(t<to)=1—e *° (1.41)

Cuya funcién de densidad sera:

ft) = % = de M 1>0,t>0 (142)
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Demostracion de la funcién generatriz de momentos de una distribucién normal con para-
metros py 62

La funcién generadora de momentos de una distribucién normal es:

pt+lia2e?
M, (t)=e"""2 (1.43]
Demostracion:

Si la funcién de densidad de una variable aleatoria distribuida normalmente es:

fx) = ;E,E‘;{tﬂ?)z (1.44)
Si:
M, (t) = E[e™] = [ e™ f(x)dx (1.45)

Con el reemplazo:

+a 1 _leew?
M,(t) = [, euﬁe z of dx (1.46)
1 cha gy 202
= [ e%e T o dx (1.47)
1(x—p)
= = [T Yy (1.48)
2ma © &
2xtal—x2+2xp—p2
=—[%eT 2z  dx (1.49)
2w ©
i " o zxtal—x24zxp
=—e Eff_a e 202  dx (1.50)
uz 2xf_u:+ta'2}—x2
=—e27 [(Ye 27 dx (1.51)
2 —a
1 _F g 1 ¢[2x(u+te?)—x?)
=5 207 I_a ezd? dx (1.52)
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. . 2
Si al exponente sumamos y restamos la expresién (& + to“), de tal manera, que no altera-
mos la expresidn, es decir:

2-2x(u+te®) — (u+te?)* — (u+ta?)? (1.53)
Queda un trinomio cuadrado perfecto, es decir:
=[x — (u+ te?)]* — (u + ta®)* (1.54)

Por lo tanto, ahora sustituimos

x% —2x(u+ to?) Por [x — (u+ ta®)]* — (u+ ta?)? (1.55)
Quedaria:
E . 2&:2 I+a: - *[x—(p+mz}J2—m+w2)2dx (1.56)
— oA T (157)
— emj?’fzﬁ e =5 mmz}] dx (1.58)

Para resolver la integral procedemos a hacer cambio de variables:

x—p—ta 2

="t (1.59)

x=v2ou+u+to? (1.60)

dx =2 o du (1.61)
1 _2_“‘H 7ta?) +a 2

et ¢ Jee " V2odu (1.62)
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Al ser una funcidn par se puede poner dos veces la integral de 0 a infinito:

2
1 {u:+—ac a2y

+EI —_ 2
=e 2f; du (1.63)

Realizamos otro cambio de variable:

z=u’ (1.64)

u=1z (1.65)

du = -dz (1.66)
1 “‘j‘z@ va 1 _
€ 0 [y ge dz (1.67)

~e T m (1.68)

—e (1.69)

214
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Soluciones a los ejercicios propuestos

NOTA: Las respuestas estan calculadas con una tasa técnica predeterminada del 3,88%.

Capitulo O:

Repaso de los fundamentos financieros y estadisticos
Ejercicio 1: VA= $10.000.000
Ejercicio 2: VA= $1'666.666,67
Ejercicio 3:

a) VA= $90,53

b) VA= $29,46

¢) VA= $3,52

Ejercicio 4: VAN= $414.285,71
Ejercicio 5:

a) VA= $100.000,00

b) VA= $102.136,83

c) VA= $95.000,00

d) VA= $107.354,24(Mejor opcion)

Ejercicio 6: VF=$1,000728101
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Ejercicio 7: fa= 0,8992805755

Ejercicio 8: VA= $172,20

Ejercicio 9: VA= $1.003,28

Ejercicio 10: VAN= $-14,67

Ejercicio 11: VA= $ 40,00

Ejercicio 12: VA= $29.844,84

Ejercicio 13: VAN=25.011,34

Ejercicio 14:

VA= $54.443,71

VF=$102.379,33

Ejercicio 15: VA= $821.014,6136

Ejercicio 16: VF= $123.065,81

Ejercicio 17: VA= $45.470,51

Ejercicio 18: VF=$218.676,33; VA=147.162,90

Ejercicio 19: VF= $7.569,06

Ejercicio 20: r%= 5,38%
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Capitulo 1:

Introduccidn a los seguros, teoria de la utilidad y decision de asegura-
miento

Ejercicio 2:

a) E[UA]=0

b) E[UB] =400

c) E[UC] =-400

Ejercicio 3:

a) P=10,18%

b) P=5,18%

c) P=50,10%

Ejercicio 4:

a) Probabilidad al invertir: E[UI]=3,37; Probabilidad al NO invertir: E[UNI]= 3,79
b) Invertir si p>80,374%

Ejercicio 6: P=5,556

Ejercicio 7:

Ejercicio 9: P=43,49

Ejercicio 10:
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a) A=5,55

b) B=11,11

Ejercicio 11:

Riqueza 10: P=5,27

Riqueza 20: P=5,3



Capitulo 2:

Variables aleatorias relacionadas con la vida y tablas de mortalidad

Ejercicio 1:

X Qx Lx Dx
0 070  1.000 700
1 030 300 90
2 040 210 84
3 1,00 126 126
4 0
Ejercicio 2: 4/1q60:0,0267
X Qx Px dx Lx
60 002071 09793 1467 70830
61 002276 09772 1579 69363
62 00249 09751 1688 67784
63 002712 09729 1793 66096
64 002943 09706 1892 64303
65  0,03189 096811 62411
d.
e, o 166 + 167 + 168 + --- .
e, = Z i = Z kPx = eg; = 0.80 = 189 =151.2
k=1 k=1

=166 + 167 + 168 + - ... e e e ..

800 + 600 + 450 + 315 + 189 + 151.2
€60 = 1000

600 + 450 + 315 + 189 + 151.2
800

450 + 315 + 189 + 151.2
€62 = 600
315 + 189 + 151.2
€63 = 450

189 +151.2
€6+ = 315

€g1 =
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Ejercicio 5:

le+n—Ilx+n+m
x

a) (n/m)q, =

b) Lrtn-Letntm _ edn—lx+nim
Ix Ix

Ejercicio 6:

i _ lyg
a){5p3o = Ia0

i _ I3
b)'spso = o
30

I3g=lag

¢) 5/1q30= ™
d) By =
) 6bP30 = i

30

Ejercicio 7:

a) 2py = 90.55%

b) 12qss = 12.29%

Ejercicio 9:

X Ix dx gx
70 100 10 0,10
71 90 15 0,167
72 75 20 0,267
73 55

Ejercicio 10:
L, — (100-x)in
a) Px = 100-x

i _ (100-x)-(100-x)+n
b) ndx = T

¢ _ (Q00=x)+n=(100-x)+n+k
) n,’kqx— 100-x
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Ejercicio 11:

Ejercicio 12:

Ejercicio 13:

Ejercicio 14:

Ejercicio 15:

Ejercicio 17:

Ejercicio 18:

Ejercicio 19:

Ejercicio 20:

Ejercicio 21:

Ejercicio 22:

Ly —(“’“"‘)2. _ —x24+200x f _ c2xk200
*7 N0 /" X7 10000 X7 1p000 ' %

Uzs = 0,0133
1oP10 = 0,02

- x2 X %2
F,=1—e 13 f"::e 2 fy =

x 1 1
Fe = 100’ fe = 100’ Hx = Too—x’ 10/30q0=0.30

2/2q20= 0,001994

soPso = 7.02%

FiTys = 33,60

Sg5e = 0,015y, = 975
s00a0 = 41,67%

9qxes = 22.22%

(

100-x
100

e
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Capitulo 3:

Valores actuariales en caso de fallecimiento
Ejercicio 1: 3445 = $248,45
Ejercicio 2: 3433 = $148,58
Ejercicio 3: 1420 = $91,99
Ejercicio 4: A’z = $149,22
Ejercicio 5: 4'4s:20 = $15.508,02
Ejercicio 6: A'e7:3 = $0,0520
Ejercicio 7: Az = $44.050,81
Ejercicio 8: A,s = $23.832,69
Ejercicio 9: *Ass = $30.910,36
Ejercicio 10: 421 = $10.102,42
Ejercicio 11: m = $12.126,53

Ejercicio 12: Azs = $3.022,52
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Ejercicio 13:

a) Ay = $50.456,72

b) A'40.10 = $3.812,30

d) %34, = $3.399,26
Ejercicio 14: m = $ 235, 68
Ejercicio 15: = = $9 726,13

Ejercicio 16: m = $10.165,84

Ejercicio 17: = Ax10%2+A:8#2+ AT+ 14+ A5+ 1+ Au3+1+ Aa2+1

Ejercicio 18: A's4.4 = $16.337,56

Ejercicio 19: m = $412,68
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Capitulo 4:
Valor actuarial de prestaciones en caso de supervivencia Ex.
Ejercicio 1: “E. = $75.520,96
Ejercicio 2: m = $40.957,95
Ejercicio 3: dgzgg = $56.150,62
Ejercicio 4:

A 4510 = $953,08

4010 = $100.865,08

Ejercicio 5: dg = $61.651,38
Ejercicio 6:

a)m = $1.259,37

b) &35 = $21{]’.746,23

Ejercicio 7: Ziio = $24.750,20

Ejercicio 8: Bd.e = $30.179,01
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Ejercicio 9:

a) Yy, = $22.688,82
b) By, = $33.464,77

) L, = $74.214,68

Ejercicio 10: m = $7.976,18

Ejercicio 11: m = $4.236,81

= Agg+20.000
Ejercicio 12: 1—[QApge(L+0)+ Epgu(1+) 24 900 (L1+D)3+ 3 dagw(1+1) 4 Hpgs(1+D)5)

Ejercicio 13: w = $11.956,15

Ejercicio 14: m = $112.215,67

Ejercicio 15: m = $78.294,62

Ejercicio 16: m = $33.063,85

Ejercicio 17: m = $49.837,57

Ejercicio 18: m = $146.677,76

Ejercicio 19: n(total) = $165.617,41

Ejercicio 20: ™ = $15.832,84
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